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PROLOGO 

La creciente contribuci6n de las matem^ticas a la culti^ra del 
mundo moderno,^ y su importancia como parte vital de la educacidn 
cientffica y humanfstica, ban hecho necesario que las matemiticas 
del programa escolar se seledcionen juiciosamente y que se ensefleti 
bien^ en nuest;r^s\ escuplas . 



Tomando ^sto /en consideracidn , las organizaciones de mai:e- 
m^ticas en loa fi^stados Unidos coopefaron en la formaci6n de!- 
Qrupo de Estudio de la Matem^tica Escolar (SMSG) • Este grupo lo 
constltuyen matem^ticos de colegios y universiAades , maestros de- '. 
matem^ticas de todos los niveles, expertos en educacidn'y repre- ' 
sentantes de la ciencia y la tecnologfa • El prop6sito geneial del 
SMSG es el mejoramieTnto d6 la enseflanza de las matem^ticas en las 
eijcuelas de los Estados Unidos La Fundaci6n Nacional de Clencias 
ha provisto'' fondos sustanciales para el f inanciamiento de esta 
labor . 

Uno de los prerrequisitos para 'el mejoramiento de la enseftanza 
de las maten\4ticas en nuestras escuelas es un mejor programa de 
estudios, un programa que tome en consideraci6n el use creciente 
de las matem^ticas en la ciencia, la tecnologfa y otros campos del 
conocimiento y que, ^a , la vez, refleje los avances recientes ae las 
matem^ticas mismas . Uno de los primeros proyectos del SMjSGr fue 
reclutar un grupo de matematicos y maestros de 'matem^ticad dis- 

^tinguidos para preparar una serie de libros de texto ilUs^frativos 

^ de un programa de estudios como el ya mencionado 

Los matematicos prof esional^s en el SMSG creen que lei don- 
tenido matrem^tico presentado en este texto es valioso para todos los 
ciudadanos cultos de^ nuestra sociedad, y que su . aprendiidje esi impor- 
tantp para los estudiantes que van a ingresar eh universj,dade|s , como 



preparacjLdn paya estudios avanzados en este campo. Al m 

el SMSG creen que la forma en que aquf 



los maestros 
el material d( 



se p^ 

estudio facilita al estudiante su asimilalcidn • 



En la mayorfa de lo^ ca6os el material pariBcer^, famljliar, 



smo tien^o*. 



esenta 



perb 



J - — — _^ X — ' tr^^ ^ 

su presentacl6n y punto de ^vista ser^n dif erent^TsT ^ AlgiSn matdtial 
ser^ completamente nuevo eri relacidn con Ipb^ programas de estuaios 
tradiciOnales . Asf debe s,6r, porque las matM^Kticas constituyten 
una disciplina viva y en constante crecimiento y no un product^ 
inerte y rfgido de la antiguedad. Esta fusidn saludable entrello 
antiguo y lo nuevo debe guiar a los estudiantes hacta una mej'oi^ 
comprensi6n de los conceptos b^sicos y de la estru<itura de las 
mafem^ticas y ofrecer una base s61ida pera la comprensidn y el kiso 
de las mat^m^ticas en una sociedad cientffica. 
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No pretendeoios que este li^bro se considere como la iSnica 
' mantra def Lnitiva de presentar correctamente las matem^tic^s a »lo^ 
/--iflffcudiantres en esl?e nivel. Eh cambio debe considerarse como unaT"^^ 
muestra de la clase de progjrama de estudios qu^^ecesi tamos yfcomo 
una fuen-te de sugerencias para los autores de textros comercia^es. 
Eaperamos sinceramente que estos textos seftalen el camino hacia 
utLa ^nttpfifln?:^ mAf^ inpp-irfld^ y ft^ gj;i;i f i cati va de laS matem^ticas, 
disciplina que es la relh'a y sierva de las ciencias . 
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PREFACIO • ' ^ ' • 

Este libro.se proyect6 para el curso de introduccirfn a la 
'geqmetrfa que se ensefla generalmente durante el dgclmo grado . 
escolar (edades de 15 a 17 aftos) . A estas alturas los .alumnos' - 
ya-han aprendido bastan<e geometrfa intuitiva,' incluyendo el com- 
pute* de ^reas y volijmenes de, las figuras m^s conocidas, la relacitfn 
pitag<5rica y el uso' de los ^rifogulos rqct^ngulos semejantes en el 
Q^lculo de alturas y •distan<|Las no dadas . Aquellos alOmnos que no 
hayan tratado estas' cuestl^oneg.posiblemente necesitar^n horas extr^- 
ordinarias de esfuerzo, pero ajin asf podr5n ^sjMdiar el libro aunque- 
sea a un ritmo algo mSs lento. En cuanto al^5^ebra, no se irequieren 
conocimientos y -d^strezas adicionales a los que normalmente se 
aprenden fen el curso anterior de noveng grado. 

El libro se dedica principalmetvte a la geometrfa del piano; 
tiene tambi^n unos pocos capftulos de la geometrfa del espacio y al 
.final una breve introducci^n a la geometrfa analftica- Parece 
natural, en \xti prefacio, explicar las novedades que ofrece el libro. 
Comprendemos, desde luego, .el peligro envuelto. Una larga lista jir 
innovaciones ofjrecida para^^lamar la at.enci^n del lector, puede muy 
bien dar la impresi^n de que lbs autores se? han d.edlcado al inde^ 
sdable pr6p(5sitp de hacer carabios por el mero' gusto de hacerlos. 
No ha sido ^ste nues tro, ,p^op^ito . "^Desde ^1 principio hasta el 
final h^ofio^ teijido la firme convicciiJn de que el contexto tracliclo- 
nal d© la geometrfa de Euclides *^stifica con creces el pu^sto • 
eminente que ocupa en los estudios de la ensefianza sec\undaria; los* 
>^ambios que hlcimoa los hemos crefdo imperativos . ^ • • 

El esquema fundamental de los postulados es ^1 de G. D. Birkhoff. 
En ^1 se supone el conob^miento de 16s niSmeros reales y se emplean 
-^stos libremente en la medida de ddstancias y 5ngulos, io que 
cbnlleva dos vientaj?as principales. * 



Elh primer lugar, los ndmeros reales nos dan en cJ.erto modo una 
ventaja Iniciial. Se ha seflalado acertadamente que los» postulados 
de Euclides no bastan como fundamento liJgico de la geometrfa y que 
el desarrollo de Ssta sobre tal base no alcanea el debido rigor 
sagtJn se exige hoy en dfa. Hilbert mejoriJ, a la vez que«aclar(5, 
los postulados de Euclides. Pero los fund^mentos de la geometrfa, 
a la manera d^ Hilbert,^ no son parte' de la matem^tica elemental y / 
no* caben en .el programa del d^cimo grado Si sUpouemos ^los ntSme|'*6s 
reales, como* lo hace Birkhoff, entonces podremos itlanejar mas f^cil-,. 
mente nuestros postulados •y no Cendrerticfs que vernos en la mol^st^ 
disyuntfva. de elegir entre exactitud' matem^tica e inteligitilidad; . 

/ Eo segiindo lugar, parece uh4 buena idea relacionar la geometrfa 
con el Algebra, eti* tai\tp sea posible hacer lo, de manera que el ' 



\ 



con6cimiertt^o en unq de estos: campos contribuya irfgicament^ a?*la . 

mejor cotiiprensi<5p ambas materias.' Algunos de los temas }e$:eu- • ^^^^^^^^^^^ 

dlados en la geom^ti?fa son^sepcialraente algebr.aicos . E^aiq' es -.. 'o"^"'^'^* \ 
.eierto, pbr e^eraplo, en.cuanto a las reiaciones 4e proporcion^ll-' % 

dAd op ,los t^i^ngulos semejantejs. En esfce libro discutti?(^os^t 
:*'tenias,algebraicamente par^ asf destacar c5mo se relaciohan con^^el Jy^'^'^y^ 

trabajo de las grados^ novenb y und^eimp^ * -f ^. v 

Esperomos que los etfunciados de* las def inicion^^* y tear^ait ' . 
sean precisos; nx)6 nemos ^esforzado po'rque Lo s,ean; ''Lp ni^iato'o que i ^; 
un dbogado nece^ita aprender a' redactar con^ratos qujej^Jdigdn lo „qui^)' * 
se quiere que digan, asf ut^ estudiante de' matemSticii i^ec^ . • 

aprender a escrjLbir oraciones mabem^ticas qu^ puedan aqeptars^^^^^ / ^^"^^ 
literalmente . Sin embargo, no nos Viacemos Idu^slgties en gudni^ a v- 
que ,este ' tipo de. pi*cisi<5n pueda sustituir la penetraciiSh intuit$\C9%. 
'Por<^eso, ba'samas el plan del texto y de los ^ro^etnas en nuestii^>" 
creencia de que la intuici<5n y la Idgica deben raar^^liar cogicj^s ' " ' 
del/brazp;. " ■ ^ ' ■' . ' ^ ' . 
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EL SENTIDO COMUN Y EL SABER SISTEMATICO 

1-1. Dos tlp6s de problemas - 

» ' .• 

Consideca los siguientes problemas: ' ' 
%' * ' ' \ • ■ 

1. Un segmento rectilfneo de 14 pulgadas de l-ongitud se parte 

en dos. Si una de las partes es.de 6 pulgadas, ^cu^tl es la lon- 
gltud dQ la otra? ' ' 

■'2. En un .cierto rect^ngulo, la suraa de su longifeud y anchura 
e's 14 v(medi'da -de pulgadas). Un segundo rectSngulo tieiie d^ l^an;^. 
gitud'tres veces la longitud .del primero, y. de anchura el doble. - 
El per£metr6 del segundo rect^ngulo es 72. ^Cu^les son las 
dlrtienslones del pr^^mer rect^ngulo? '' ' 

La respuest^a del problema 1 es, desde luego, S pulgadas, ya 
qtfQ 6+8-14; Podrfamps resolver este problema algebraicamente 
si quisi^Eamos, formul^ndo la ecuaci6nv , - 

. • 6 + X - 14, . ' 

y resolvi^ndola para obtenerr x - 8. Pero es to par ace un doco 
trivial, por ser tan in'necesario . Si todas las ecuaciones alge- 
.braicas fueran asl de superfluas, r^XgWA^ p^r^W^ .eerift, W. .* 
preoGuparfa por eilas; en verdad, lo ip^[s probabl6 .es que jani^s 
las hubieran ir>ventado. 

El problema 2, sin embargo, etf otra coea. Si la longitud y • 
la rfnchura del primer rect5nguio fueran x^e y, entonces la Ion-, 
gitud y anchura del segundo rect^ngulo serfan 3x 2y. Por 
io tanto, ' ^ 

^ 3x + 2y -i . 72 - 36 . ^ . 

' ' . 

porque la suma de la longitud y anchuira es la mitad del perfmetro. 
Sabemos ya que x + y - 14. Asf es que tenemos un slstema de dos 
ocuaciones lin^aXes 'en dos incrfgnitaB: 



1-1 ■ . - 2 - ^ / 

3x + 2y - 36 " *" 

Para, reso Iverlo , multiplicamos cad'a t^rmino de la priraera edu^acli^Jn 
por 2, obteniendo 

' ' J 2x + 2y - 28, ^ / 

y luego restamos esta -ecuacitfn, tSifmino a tSrmino, -de la segunda. 
JEsto nos da ■ , , ' . 

Toda vez que x -f y - 14, teAemos que y " 6, lo que completa la 

solucldn detHuestro problema. ^ Es f5cil copiprobar que una longltud 

d'e ,8 y una anchura de 6 satlsfacen las condicione$ del problema 

En clerto modo, estos dos problemas parecen an^logos . Pero, 

en un setitldo muy importante, son diferentes. El primeiro es lo que 

it- „ ■ 

llamarf^s un problema de sentido comtJn. Es muy facil antlcipar 

cu5l debeijis^i^la respuesta, y tair^biSn es muy f^cil comprobar que la 
^^^^ 

contestacifflfe prevista es en realidad la correcta. El. segundo pro- 
blema es muy dlstlnto^ Para resolverW necesitamos saber algo 
acerca de los m^todos matem^ticos. ' ' 

Hay %0sos parecidos en la geometrfa, ConSidera los slgulentes 
enunclados : . " , ) ^ 

X, Si un trl5ngulo tiene ladbs con longitudes 3, 4 y 5, es 
rect^ngulo y tlene un ^ngulo recto opuesto al lado mayor. 
2. Conslderemos un triirigulo con lados a, b jj^ c. Si 

a^ + b^ « c^, \ ' ' , 

el tri^ngulo es rectfingu^io y tiene un 5ngulo recto opuesto al ladp 

mayor^ . ^ ' ' 

fll primero de es^os 'enunciados era conocido de los antiguos 

egipcios. Lo comprobaron mediarite la expprimentaciAi . Tambi^n 

td puedes comprobarlo, con regla y compos, dibujando un triingulo 

; de lados 3-4-5, y luego midiendo con un transportador *el angulo 

V opuesto al lado mayor, DeberXs tener en cuenta, sin embargo, que 

estfe tlpo de comprobafcitfn e? solaniente aproximado* Por ej^emplo^ si 
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el ^ngulo tuviera realmente 89** 59' 59", en vez de 90", diffcil^ . 
mente podrfas notar la diferencia a bade merament'e de la fig(ira) 
qu&dtbujas y la medida que tomas con tu transportador . Sin 
embargo, el "mStodo egj.pcio"" es un mStodo de sano sentido. comiJn 
para comprobar un hecho experimental. ' 

Los egipcios tenfan gran destreza para pned^r objetos ffsicos. 
Las aristas de la base de . la gran pir&nide kenen cerca de 756 
pies de largo; y las longitudes de estas cuatgfp aristas coinciden 
salvo un error de unos dos tercios de pulgada /.. Nadie parece saber, 
hoy dfa, ctfmo los constructores lograron tal grado de exactitud. 

E.1 segundo de los enunciados anteriores era desconocido de los 
egipcios; se descuSriiJ m^s tarde por los griegos . Este segundo 
enunciado es muy diferente del primero. La diferencia fundamental 
estriba en que hay infinitas posibilidadea 'para a, b c . Por 
ejemplo, tendrfas que construir tri^ngulos, y .tomar m'^didas con el 
transportador, para todos los casos ai-guientes: 



; 1 i: l/I 

J '■ 2 ' • 2 

3 2 . t/13 

• • ■ 3 3 , ^ 



y asf sucesivamfente, sin acabar nurica. Parece estSril el querer 
verificar nuestro enunciado general ^ediante un experinlento, ni 
siquiera eri forma aproximada. Por eso, una! persona razonable no 
quedar^ convencida de que. el segundo enunciado *es cierto' en todos ' 
los casos. h^sta que vea alguria raz^n Itfgica que impiique.su qerteza 
en todos los casos. ^ ' 

En reaiidad, por eso fueron los griegos,' y no los egipc^s, j 
quienes descubrieron que nuestro segundo enunciado es ciertoV '-Jbts 
egipcios £enfah rauchos conOcimientos de geomfetrfa del t*po que 
llamaraos do sentido .comCfii.. Pero los griegos hallaron algo mejor, y 
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ihucho m^s' poderoso : ^escubrieron la ciencia del correctdi razo- 
namiento geom^trlco. Mediante el razonamiento correcto aprendieron 
""muchas cosas d^esconocidas anteriormetite • Lo que apr^iidieaton .cons- 
tituyd el primer paso de avance hacia la m^tem^tica raodernl^, y, por 
lo tanto, hatfa la ciencia moderna en general, ^ ^ 

\ 

Conjunto de prpblemas I'^l 
I, Trata el siguiente experimento , Coge un pedazo de cordel, 

como de seis pies de largo, y col<5calo en el pi^o. jEormarido un 
lazo. con sus extremos sueltos: • ^ * * 



\ 





Luego, tira de los extremos del cordel, estrechando el lazo 
hasta que te parezca que est5 delv t^afio de tu cintura • 
Cpmprueba tu c^lculo, midiendo tu cintura ^con el cordel. Pes - . 
pu^s qlie ha*gas 'eso,'^lee la observacidn que hay al final de ^ 
este conjunto de ^rol?lemas, . ^ 

2, De este par de pregt^nCas, la prtmera se puede cotitestar por • 
"senti^^ comdh" . Da splaraente la reBpuesta, La segunda 
requiere^alguna ajjjitmfitica o proceso algebraico para su soluci<Sn< 
Muestra el trabajo que hiciste paira encontrarla, 

a* ^Cu^l es la ipitad de 2? ^ v» 

b, iCu^l es la mitad de 135,790? 

*■ ' ■ ■» * 

3, Contesta c6mo lo hiciste en el problema 2: 

V a, Un tercio de la distancia entr^ dos ciudades, es 10 millas. 
^Cu^l es la distancia completa? * " c 



b. La distantla ehtrp dos ciudades ea 7 millas m&a que un 
tercio de la distancia entre ellas. iCull es esa dis- 
tancia? • , \ ' 

Contesta como en el problema 2: 

a. Si un pedazo de alambre de 5 pulg'adas se cort& en dos partes 
de manera 'que el largo de una parte sea 4.veces el de la otra 
iqu6 largo tiene cada parte? 
b. Si un pedazo de alambre de 5 pulgadas se corta en dos pattes 
tales que el cuadrado formado doblando un pedazo tiene 
cuatro'veces el 5tea del ^cuadrado que se forma doblando el 
otro, ^qyg largo tiene cada parte? 
Si ios-lados de un tri^ngulo son 5, 12 y 13, iseri rect^ngulo? 
Si, independientemente uno de otro, dos -alumnos miden con 
cui'dado el ancho de un sal<5n usando reglas^, yNuno mide de iz- 
quierda a d^recha y el otro de .derecha a i^zqulJardai es de espe- 
rarse que obtengan distintos re^ultados. I^edes comprobar' 
esto mediante un. experimento . ^Cu^les de las siguientes son 
explicaciones plau^bles de la discrepancia? ' 

a. Las reglas tienen longitudes diferentes. ^ 

b. Un-alumno puede haber f)erdido la cuenta del ndmero de 
pies en el ancho. * • 

c. Los objetos son nt5s larg;os (o m^s' cortos) de izquierda a 
derecha que de derecha a izquierda, 

d. Los errores cometidos al' carabiar* la posici^n de^ la regla se 
acumulan, y la suma de esos pequeflos errores es un error 

discernible . / ' . 

2 ' 

Muestra que n - 2n + 2 « n si n - 1, ^Serfi cierta la 

ecuaci<5n cuandp n * 2? si n - 3? ^Ser^ siempre cierta? 

2 2*2 ' * 

Si 3 , 5 7 se dlviden por cuatro, ^cu^l es el resto 

en cada casg? 

b. ^Cufintos enteros impares tendrfas que duadrar y dividir por 

^ 4 para garantizar que las divisiones den siempre el 
*misrao' reflto? ' • ^ 
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•puntos 
unidas 



NiSmero' de regiones 2 
que se forman 
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Etl lugar del signo de interrogacidn, pon ^1 ndmero que crafts 



correcto. Verifica tu respuesta a base de un dibujo en e 
cual seis pyntos de una circunf erencia se unen de todas las 
maneras posiblest , . 

Las siguientes ilusiones Opticas muestran que no siempre puedes' 
juzgar por las apariencias . Como dice la gente: "las apa- 
rienclas engaftan". . v \> 

a. iSer& CD una continuacidn de' AB? /' 
Comprtteba tu respuesta con una regla. 




b. viSdn RS X ST tguales en longitud? 
Compara iks loiigit;udes usatido tu 
regjwa o compos. , - 



. c, iQu^ figuW Liene la mayor irea'? 
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d. iCu^l es m5s larga,. lAB o CD? 
Comprueba usando tu regla. 



B 



★11. una regla para comprobar la exactitud de las medidas de 

, la figura, Muestra que si estas medidatf son correctas, la 
suma de las 5reas de las cuatro partes del regt^ngulo es 
mayor que el 5rea del rectSngulo. j^Extrafto'. , ^no te parece? 



V 

\ 

\ 




*12. Un vlaje de 60 mfllas se har5 a Una'velocidad medid de 6S> 
lAtllas por hora. Si la$ primeras 30 millas se recorren a 
3()\ millas por hoira,— jri^ qu6 velocidad deber^n recorterse las 
otr^s 30 •millas? 



^ ' Observaci^n sobre ^1 pyobl^ma l^. Casi todo el mundo escoge 
un lazO cercm del doble detlo que debiera ser . PoBbi^pbtener 
rauchos raejore^s resultados con el mfitodo siguient^:' la longitud de 
una cireun^erencla es igual* a -ff veces el di&netro, y ii\ §yj fiproxima: 
\ d«upente igual a 3. Por taflto,.el di&netro ed corao^ iW-tercii^-^e ^la 
longitud, de la circunfeteilici^. SI tlenes, pongamos, 21 pulgaflas de ' 
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cintura, esto quiere decir que el ancho del lazo deber^ per de 
unas^7 pulgadas . Esto par^ceri l^ncrefblemente pequeflb, m&s ?i 
has pensado matfem^ticanvente, tendr^s el valor de tup convicciones 

■ Este es uno de muchfsimos casos en los que es preferible tracer 
el problema en una forma matem^tiGa, por cruda que sea, que dar 
palos a ciegas . . . 



1-2. ^Jn d esarrollo l6glco slstemjjtlco dg la geometrfa 

Si te detienes a pensar, te dar5s cuenta que ya posees mucho6 
conocimientos ^om^tricos. For ejemplo, sabes c6mo hallar' el- 
5rea de un rect^ngulo, y la de un tri^ngulo rectSngulo, y hasta 
, quizes la de un tri^ngulo cualquiera, y tambi^i conoces la relaci6n 
pitagtfrica para los t^i^Wgulos rectSngu]Los • Algunas de tus nocignes 
son' tan simples y tan obvias que nunca se te hubiera ocurrido escrif 
birlas y menos ,considerar si son o no ciertas. La siguiente es 
una de ellas : 

dos rectas nb se pueden cortai^.en m5s de un punto. 

Perp otras, corao la relacitfn pitag<5rica, no^son obvias en 
absoluto,. mas sf sorprendentes* Nos j^us tar£,a organizer nuestro cone- 
cimiento de la geomi^trfa, de manera ^e los enunciados m&s compli-'' 
cadoi pudieran deducirse de los m^s sencillbs. Esto nos sugiere 
la posibilidad de hacer una lis ta de lo quje sabemos de geometrfa, 
emp§;;sando j5or los enunciados m^s f^ciles y senc^illos, y seguif luego 
con los m^s diffciles* Podrfamos tratar de ortienarlos para que cada 
enunclado en ,1a lis ta se pueda derivar de lo/ anteriores mediante fl 
razonamiento l<5gico. ■ , 

La verdad e8 que seguiremos un ^rograpa muy parecldo. Enancia- 
remos def iniciones^ /tan clara y exactamente como podamos;. y deri- 
varemos los principios de la gfeometrla mediante demos trac ipnes ' 
itfgicas . Llaraaryemos teoremas a lop enunciados que demostremo! 

( La demos t^acl^n de teoremas no es un deporte de esp.ectadores l, coiao 
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tanifioco lo es la arltm^tloa: la mejor manera de aprenderla es ' 
haclfodola . . Por lo tantp, en este curso, tendrfs muchas aportu- ^ 
nldades para depostrar miichos teoremas td blsmo.) I'- -. 

Aunque'tiemostrardtnos oasl Vodas las af IriiTaclon^s que hagamos 
'sdbre la geometrfa, habr^ algunas excepclones. Los enunclados m5s 
• senclllos y m^s fundamentales se ofrecerin sin demos tracidn . A ^ 
^stos los llamaremos postulados : y serin^ la base sobre la cual se 
construlr^. De la mlsma manera, usaremos los t^rmlnos m&s senclllos 
y mis fundamentales de la geometrfa sin deflnlrlos; a $stos los 
llamaremos t^rmlnos no def Inldos . Basatemos en ellos las deflnl- 
ciones de^tros tSrmlnos que vamos a usar. 

A primera vista,^ parecerfa mejor deflnlr todos los t^rmlnos 
empleemos, y denlostrar toda aflrmacl(5n que /ttagamos . Pensfin- 
doib un poco nos damos cuenta que ello es Imposible. 

Cot>«rrdera-prlmero la cuestifin de los postulados. La mayorfa 
deM4s veces, cuando probamos un teorema, lo hacemos seftalando que | 
se deduce liJglcamente de otiros ya demostrados. Pero es claro que 
no siempre se pueden hacer las demos traclonesde esa manera. En 
^particular, no es poslble demostrar asf el primer teorema, porque 
en'estQ caso no hay otros dempstrados previamente. Pero tenemos 
que empe^ar en algiSn puhto. Esto significa que.habremos de 
aceptar /algunas afirmaciones sin demostrar las . Estas son los postu- 
lados. / 

El/prop6sito al enunciar los postulados es aclarar justamente 
di^nde ^ que empezamos y qu^ clase de objetos .matem^ticos estu- 
diamos. Despu^s nos ser5 posible construir un cuerpo de doctrina 
sdlido y opganizado referente a esos! ©"bjetos . ' 

Del mismo modo que empez^os cOn afirmaiciones no demostradas, 
tambi^n empezamos con t^rminos nd definidos. La mayor pafte del 
tiempo, al ofrecer una definici6n de un nuevx) t^rmino geom^trico, 
lo def inimos mediants otros^ t^rminos geora^trl^cos ya definidos. 
Pero es claro que las definiciones no pueden siempre funcionar de 
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• ^ esa manera. En particular, la pr j,mera de£inicl5i:][ no )puecle enun- . 
ciarse asf porque en este case nO hay t^rminos geotn^tricos defi- 
nidos con anterior idad • Pero tenemos que^pezar en algCfn , 
momento. I^Sto significa que introduQimos algUnos tSrminos geom^- 

tricos sin de||^irlo6^ y luego los usamos 'en nuestras primeras^ 
\ ( j. 

definicioijes • Usaremos los m5s sencillos y fundamentales sin t^tar. 

de def initios. Tred de estos t^rminos no defir^id^os sfer^n pun tyb , ; 
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Los pQstulados, desde luego, no se fabrican a capricho. (Si ' 
asf fyera, no tendrfa la ^geometrf a interns o importancia alguna.) 
Los postulados describen propiedades fundamentales del espa(cio. 
De la tnisma manera, los tSrminos no definidos, pun to , recta, piano ^ 

son ideas basadas en objetos ffsicos. Para representar un punto 
con alguna fidelidad, haces una marca en el papel^con la punta de 
un l5piz. Para conseguir una mayor apro3timaci6n a la idea mate- 
m^tica de punto, deber^s primero afilar el l^piz • El dibujo es 
todavfa aproximado, desde luego: una marqui4:a en el papel tiene 
alguna ^rea, o de otro modo no se podrfa Ver . Si piensas en marcas 
hechas por l^pic^s cada vez m5s afilados, tendr^s una buefest idea 
de lo que pretendemos al usar el t^i^iino no definido, punto , 

Cuando usamos la palabra rdcta , tenemos,. efT mente la idea de 
una l£nea recta . Un^ recta, sin embargo, se supone que se extiende 
indef inidamfente en ambas direcciones. Indicaremos esto en el 
dibujo, ^eneralmente, marcand^ flechas en los extremos de las 
porciones de rectas que dibujemos, ^as£: ^ 

' <r — — ^ ■ > ^ 

Usaremos la palabra seRmento para una figura que'se parezca a 5sta: 



^ . 

Un coirdel fino bien es tirado es un^ buena realizaci6n aproxitnada 
de un segmento... Si* el cordel e« un hilo finfsimo bien estirado, 
tendremos una mejor aproximacirfn. Y asf sucesivamente . 
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Piensa en una superficie^^f ectamente I'isa que se extiende / ' 
indefinidamente en todas las direcciones, y t^ndr^s una buena- i<rea 
de un piano . . ' \ , . . 

/Deber^s recordar qua- ninguna , de las oraciones anteriores es una' 
d^finici6n. Son meramente explicaciones de las ideas que la gente 
se imaginaba cuando se enunciaron lo^ostulados . Al elaborar 
demostraciones, la informacidn ofrecida en lo's postulados ser5 la 
que tendremos en la mente acerca de los puntos, las rectas, y los 
pianos. 

^ijimos que los teoremas se demostrar^n mediante el razonamiento 
l^gico. No hemos explicado adn qu^ es el razonamiento l<5gico y la 
verdad es que no sabemos c^mo explicar esto por adelantado. ffegiJn 
stgas el cur so, comprender^s .cada vez m3s la idea de lo que es, 
por que ver5s c(5mo se usa y mejor todavfa por que lo emplear^s ttJ 
mismo. Esta es la manera como todos los matera^ticos ban aprendido 
a saber lo que es y lo que no es una deinostraci<5n . 

Al comienzo del proximo capftulo, dareraos una breve explicacidn . 
de la idea de conjunto y repasaremos brevemente los fundan§ntos 
del Algebra *de los ndmeros reales . Durante el curso usaremos con- 
juntos y 5lgebra, y basareraos mayofmente en ellos el estudio que 
hagamos de la geometrfa. No constituir^n parte integrante de 
nuestro sistema de postulados y teoremas, sino que pensaremos en 
ellos como cosas con las que estarao^ trabajando. Suponemos que 
contamos con ellos desde el principio; algunos de nuestros postu- 
lados comprender5n nCtmeros reales; y tambi^n emplearemos ^ ^[Igebra 
elemental en algunas demostraciones. De hecho, la geometrfa y el 
Algebra est5n estrechamente relacionadas y ser5 m5s fitcil aprender . 
las dos,,si^eftalamos sus relaciones 16 antes posible. 
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■ ■ i O#)i,iunto de problem^s 1-2 

. ' \' - - 

Un alumna,, aX que interesaba conocer el significado de la 

ixalabra ^'dlmensi6j|",/ la busctf eii^un diccionarlo. Este 

dlccionario no daha deftniciones como las que teneraos en 

geometrfa sino que ofrecfa sinrfnimos de las palabras . El 

alumno hizo el siguiente esquema: \ ^ ^. 

tamaflo 

extensi6n — o , o 

. * ^\ongitud - dirtil^fensli5ri m^s 

dimension - medida . ^ o * larga 




tamaflo — 



<dime 
,0 
medi 



dimensi6ri 
medida 
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a, .Seflala en el esquema una lista circular de tres palabras 
oada una de las curies tieile a la siguiente como sin6nimo. , 
(En una lista circular, se supone qvie el primer t^rraino 
sigue al dltimo.) • v * 

b. Haz una ^lista circular que contenga cuatro palabras con esa 
propiedad. 

Prepara un esquema semejante al del problema 1, emp^zatido con 
cualquier palabra de' tu dlccionario. 

Juan convenci^ a su mam5 de que Si* no habfa ensuciado con lodo 
la alfombra de la sala, seftalando que la lluvia.empezS a las 
5:00 y que €l habfa estado estudiando en su cuarto desde las 
4:30. Dijo que ima persona no puede hacer algo donde no esta. 
Lp que $1 demostraba (que no arrasJtr^ . lodo en siifi zapatos) 
p^uede cotisid^rarse como un teoremaly la afirmaci5n de que una 
persona no puede hacer algb »eii un sitio si no ha estado ^illf 
se puede conside^ar Como un postulado. Busca otro §jeraplo de 
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un -argumento asf de convincente y seftal/qug correspotide.al 
• 'teordm^, qu$ a la ^emostracidn y^qu^ a los^ost-ulados . 

4. Juanita: iQu€ es un arquitecto? ' • . 

La mam5: ^Un' affquitecto? .Un arquitecto' es jan hombire que 

* proyecta edificips. > 
Juanita: iQu^ es "proyecta"? 
La marai: Pues--planea* 
.. Juanita: ^Como nosotros planeamos una jira? 

La mam5: Si, m5s o rtenos asf. • ' • 

Juanita: ^QuS son edificios? ' . . ' V... 

La mam$: Ah, Juanita, ttS sabes -- casas, iglesias, escuelas. 
Juanita:, Sf,'ya veo . • ' . ■ ^• 

Considera la conversatfi'tfn anterior. ^Cu^les eran los -t^rminbs 
no definidos en lo que concierne a Juanita? , / 

5. Los Rarafrez tienein tres niflos • Pepe se gradtSa ahora de secun- 
daria. Catalina est5 en s^ptimo grado e Isabel tiene puatro 
aftos. En Xa mesa surgi(5 la siguiefnte cpnversaci(5n: 

Pepe: ^ Hoy aprendimos una palabra graciosa en la clase de 

geometrfa paralelepfpedo . 
Catalina: ^ ^(^^- eS eso? - '. . . " 

Pepe: ^ -Bueno, es un, s(5lido. TiJ sabes 16 que quiere decir 
stflido — que ocupa espacio. Y est5 limitado por 
pianos. Td salves lb que es'un piano, ^no? ; 
Isabel: ^Como un vidrio de ventana? ^ • 

Pepe; . Se dice crista! de ventana, pero est5 bi^n la idea. 

Un paralelepfpedo esun cuerpo limitado por parale- 

logramos.* Una caja de- dulces ^es uno, pero, muy* 
p'articular porque las seis caras son rect^ngulos * 

* Si tuvieras una caja de dulces y ''nq^ie:^hs inclinai:! 
por una esquina^ tendrfas un paralelepfpedo. ^Ves 
U. idea? 
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Efi la' conversaci'tfh anterior , ^qu^ t^rminos no definidos us6 
Pepe en su descrtpcitfn? 

iQu^ te parec.e estar ma las siguientes definiciones 

defectuosas? ' > * 

a . ' Un ^cuadrado es algo que no es redondo . 

b. Un tri^^ngulo. rectdngulo es un tri^ngulo cada uno jxie cuyds 
Sngulos mide 90°. > - . 

c. Uri tri^n^ulo equil^tero es cuando un tri^ngulo tiene tres 
lados del mismo largo. . . 

d. El perjmetro de un re9t^ngCilo es dbnde enc^aetitres* la suma 
de los largos de los lados de;! rect5ngulo. 

e- La longitud de una cireunferencia sia; encuentra multfipli- ^ 

tando el^-di^jnetrp por TT . 
Indica si.(l"os siguientes enunciados Son ciertos o falsOs;'. 

a. ;^ E§ posible definiri; cada t^t^ino geom^trico usando t^ritiino^ 

geom^.tricos m^s . sencillos . • * 

b. . El razonamiento, geotn^tr icb preciso nos conducie a verdades 

geomStricas que no se pueden deducir de la,medici6n. 
c*. Los teoremas . s6 demuestran solamerv^'aTbase de definicionds 

y teoi^emas no definidos. ^ 
d. Si est^s dispuesto ^a 'escribir todos los pasos, cada teorema 

Se puede deducir de pastuladps sin recurrir a otros teoremas 



. Capftulo 2 / _ 

^ CON JUNTOS, NUMEROS REALES Y RECTAS 

2-1, CQrtj<ifntos ^ ^ • 

Puede cj[ue nunca hayas ofdb la palabra conjunto usada en* las 
matem^ticas, pejro la jLdea eS muy conocida, Tu f ami 11a es un 
conjunto de personas que consiste en ti, tus padres y tus hermanos. 
y hermanas (si algunos) . Estas personas son los mlembros del con- 
Junto. Tu clase de geometrfa es un conjunto de estudiantes; sus 
mlembros son trf y tus compafleros ,d'e. clase , Un equipo atl^tlco 
escolar es un conjuntp de estudiantes/ Se dice quei,^ mlembro de 
un conj^unto pertenece al conjunto, Por ejemplo, tiJ pertenecea a 
tu familia y a tu clase dfe geometrfa, y asf sucesivamente , Con 
frecuencia, llamamos a los mlembros de un conjunto susi elementos 
las dos palabras^ mlembros -elementos, ^Ignlf Icaa, exactamente lo 
mlsmo. Declipos que un conjunto contlene cada uno ^<fe su^ifel^ementos • 
Por. ejemplo, ambas tu famllla y tu clas^ de geometrfa telSontienen. 
SI un conjunto cxDntlene todos los elementos de otro conjutito, . * 
declmos entoncfis que 'el primer conjunto contlene al segundq y 
tambl^n declmos que el segundo^ es' un subp o njunto del primero. For 
.ejemplo, el cuerpo estudlantil de tu esQuela^ contlene^u cla^e de 
geometrfa, y tu cla^e de geometrfa es un subconjt^pto del cuerpo 
qstudlantll, ^ Decimos que el^ subcon junto eSt^ contenlcjo en el cpn- 
junto (|ue lo contlene* Por ejemplo, el conjuntrcrtie todos. los 
vlolinlstas est^ contenido en conjunto* de todos los miJsicos,, 

. A lo largp de esjte^^lrlbfb^ conslderaremos que las rectas y los 
pianos son conjuntos de puntos, De hecho, todas las figutas 
geom^tricas de que hablaremgs son conjuntos de puntos* (Si te / 
Pardee, pu'edes^ cc^sldeyar esa aflrmacidn como un postulado,) 



I Cuandp decjLmos que dos conjuntos spn igudles, o cuando escri— 
bimos la Igualdad A ■!» B etvtre dos conjuntos A y B, entendemos 
meramente que los dos copjuntofe^ tienen exactamente 1^ liiismds el©- 
^mentos, ' Por ejemplo, &ea A el conj^unto ^de todos los enteros entre 

y si, y sea - B-el cotijunto de todos los enteros entre JL y SlI. 

Entbnces A ^ B, porque cada uno ^ los corijuntos A y B tiene preci- 
saihente los elementos 1, 2, 3,. 4 y 5* Tarilbifin, ocurre con frecuencla 
que el mismo conjunto se puede describir de dos maneras diferenteg; 
si las descripciones parecen c^Lferentes, esto no significa necesa- 
riamente que los conjurttos son diferentes. 

Dos conjuntos se Intersecan si hay uno 6 m&s elementos que ' 
pertetiecen a arabos . Ppr ejemplo, tu famllia y tu cla'ffeNsde geome- 
trj^a deben Intersecarse, porque ttS mismo. perteneces a lo^^dos • jPero 
dos biases diferentes que se retfnen a la misma hora no se intersecan. 
La intersecci^n de dos conjuntos es el conjunto de todos los objetos 
que pettenecen a los dos conjuntos. Por ejemplo, la ititerseccidn 
del cqnjunto de tp,dos los >hombres'y el^conjunto de. todos lofi(i^^sicos 
es ••el conjunto de todos los mtJsico^ hombres . 

Pasando^-^a temas matem5ticos, vemos que el conjunto de todos los 
ndmfcros impares es el conjunto cuyos miembros son 

^ 1, 3, 5, 7, 9, 11> 13, 15, ... ^ ^ 

y asi suc^sivament?e . El conjunto de todos los miJltiplos de 3 es el 
conjunto cuyos miemoros son 

3, 6, 9,^a2, 15, ... 

y asf sucesivamente . La interseccirfn de estos dos conjuntos es 

% 3, 9, 15, 21, *•«* I ' 

y asf sucesivamente; sus miembros son los impares que gean .ratfltiplos 



17 



En la frgura de ah^jo^ cada uno de los rect^ngulos es un 
Junto de pdhtos,'y su inter seccirfn cont^ene exactamente dos 
puntos, ^ ' 



2^1 
con- 



t ) 





De mantra semej^nte, cada una de l^s regiones rectangtilares es un 
conjunto de puntos, y su interseccitfn es la pequefla region rectan- 

^ular en el medio de la figura. En la figura siguiwte, cada ur^a 

«• ■ • . 

de las rectas es un. conjunto de puntos, y su interseccitfn censiste 
en un solo punto; 




M^s abajo aparecen dos conjuntos d^ puntos, cada^iCino de los cuales 
efl una superficie rectangular lisa. La intersecciSn de estos dos 
conjuntos de puntos es una parte de una Ifnea. recta. 
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La reutiKSn de do^foajuntos .es el conjunto de todos los objetos 
ppr teneclentes a uno de los conjuntos o a* los dos. For ejemplg.^ 
la reunion del conjuntov de todos los horabres y el conjunto de 
todas "las raujeres es el conjunto de todos los adultos'. La inter- 
secGlrfn, o la reunion, d| tres o ra^s conjuntos se define en forma, 
seraejante. Asf, un tri^ngulo ^es la reunion de tres conjuntos cada 
uno de los cuales es un subcon junto de una recta. . »^ 




En algunas situaciones, es conveniente eitqjlear la idea del 
con junto nulo o vacfo . El conjunto nulo 'es el conjunto que no 
tiene fniembro alguno. EsU poci(5n t^uede parecer algo extrafia 
al' principio, pero reaimente es muy,parecida a la idea del nCfinero 

V*^^;'^ siguientes tres. af irmaciones dicen todas lo 

irtismo: 

(1) No hay soltero^ casados en el mundo". * ' 

(2) El niJmero de solteros casados en el mundo es cero. 

< ' - * 

(3) El conjunto de todos los solteros casados en el nlundo 
es el conjunto nulo. . 

Una vez que introducimog el conjunto nulo, podemos hablar de 
la inters6cci6n de dos conjuntos cualesquiera, recordando que la 
interseccitfn puede resultak^er el conjunto nulo, 

•For ej,emplo, la interseccitfn del conjunto de todos los nCTmeroa 
impares y. el conjtinto de todos los nCTmerpfe par6s es el conjunto 
nulo. ' ' . ■ 

Una advertencia: Al comparar las definic tones de las palabras 
tntersecar e interseccign . ver^s que estos dos t^roiinos no- est^n ' 
relacionados en la fortna simple en que pudiera creerse. Cuando 

4 

hablamos de la interseccitfn de dos conjuntos, admitimos la posi- 
bilidad de que 5sta' sea nula. Pero si decimos que dos conjuntos 
se intersecan, esto sietnpre ^ignificar^ que tienen un elemento en 
comdn, . , ' 

Otra advertencia ? Las afirmaciones (2) y (3) anteriores 
significan lo mismo. Esto no. quiere decir que un conjunto, que conr 
tiene solamente elAttfmero 0 es -un conjunto nulo. " Por' ejemplo, la 
ecuaciOn x + 3 « 3 tipe cero corao su Cfnica rafz, y, por lo 
tanto, el conjunto de las rafces no es nulo; el conjunto de las 
rafces tiene exactam|pte un' elemetjjito, a saber, el nCfmero 0. Por 
otra parte, el conjunto de todas- las rafces de la ecuaci<5n 
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)o + 3 " X + 4 sf es el conjunto nulo, ponque la ecuacidii 

X 3 « X + 4 no tiene vatz alguna, 

^ ' Conjunto dg problemas 2-1 ' 

1. *Sea A el conjunto. {3, 5, 6, 9, 11, 12), (es'Secir, el con- , 
junto cuyos. elementos son -3, 5, 6, 9, ll, 12) y B el cor^- • 
Junto ( 4, 5, .7, 9, 10, ll}. . 

^Cu^l es Irf* interseccidn de Iqs conjuntos A y B? ^Cu^l es 
la reunion de A y B? n - . 

2. Considera los siguientes conjuntos: . 

es'el conjunto de todos los alumnos de ^u escuela, 

1^2 es el conjunto de tojlos' los varon^ en el aluranado de* tu 

escuela. ^>^^'^^'^ ' ' 

S es el cotljunLo de todas las niflas en el aluranado d^'tu 



escuela , 



es el conjunto de todos los miembros de la facul^t/d de tu 

it. * • ' 

escuela. 

S ea el conjunto cuyo unico miembro eres td, un afumno de tu 
escuela. 

* 

a. iQu^ pares de conjuntos se iiitersecan? 

X 

b. iQu^ conjunto es la reurii6n de So y Sq? 

• I 

c. iQu6 conjunto es la reuni6n d^ S^^ y 'S^? / 
/ , d. Describe la reunion de Sj^ y S^. y 



e. iCudles de los conjuntos son subconjuntos de Sj^? 

•3. En las siguientes figuras, considera la recta* y la circunfe- 
rencia como Uos conjunfos ^e^ pantos. En cada caso, ^cu^l 
es su intersecci(5n? 



FRir 



3. 



i 






Caso III. 

v. 



Caso I . J • Casb 11.^ 

Considera un conjunto Ide tires niflos {a, B, c). A cualquier 
conjunto de niflos sele^:cionados de ^os tres lo llamaremos 
un comitfi. 

"STv^Cuintos comlt^s diferentes de' dos miembros se pueden * 

fpraar Qon- los tres nifios? 
b., Muestra que, doa^cualesquiera de los comit^s de (a) se 

intersecan. iQutf quiere decir la <)alabra "intersecarse"? 
Considera el conjunto dj todos los enteros positivos pares y 
el conjunto de todoft- las' enteros positiyos impares . Describe 
,,el conjunto que la reunitfti de estos' dorf-' cpnjuntfbs . 
Describe la intersecciSn de los dos conjunto^del problema 5. 
En-fa figura siguifeti'te, ^cu^l es la inters eccidn "del triingulo 
ABC y el segment© BC? ^Cu^l es su reunion? v. 




Sea A ei Gljnjunto de los pares de;n(Jmeros (m, n) que satisfacen 
la ecuaci^n 4m 4- n * 9 . ^ 

Sea B el conjunto de los pares de nCtmeros (m, n) que satisfacen 
la ecuaci<$n' '2m + n • 5.. 

Halla la lnter8ecci<5n de los conjuntos A y B« 



9. Sea A el conjunto de pares (x, y) para los qu6 x + y - 7. 
Sea B el conjunto de pares (x, y) para los que x - y - 1, * 
^ ICm&I es la intersecci^n de A y BZ 

10, Sea A el conjunto de pares (x, y) para los que x + y - 3. 
Sea B el conjunto de pares (x, y) para los que 2x + " 7 
iCufil es 1^1 intersecci(Jn de A y B? 

11, Consldera el conjunto de todos los enteros positivos/ divisibles 
por 2, i . ' , 

Consldera el conjunto de todos los enteros positivos diyisibles 
>or 3. ' [ ' ' 

a. Describe la interseccitfn de e^os dos conjuntos. Da sus 
primeros cuatro miembros, 

b. Escribe una expresitfn ^Igebraica para la inter seccitfn, 

c. Describe la reunl,6n de los dos conjuntos. Da sus primeros 

* ^ocho miembros. • 

» 

12, a. . iCuintas rectas pueden dibujarse pasando por 2 puntos? '^'^ \ 

■ ■ * ' ■ ' ^ I 

b* Si^tres puntos no estin en Ifnea recta, ieuSntas rdttas s,e 

■ * • 
pueden dibujar. que pas^n por pares de esos puntos? 

. <^ 

c. Si se nos dan cuatrO puntos, y cada tres de ellos no e8t5n 
alineados, ^cu^ntas rectas se pueden dibujar que contengan 
conjuntos de dos de los puntos? Gontesta la mlsma pregunta 
para el case en que nos den cinco puntos. 
*d. * Gontesta la pregunta anterior si se nos dan n^ puntos. 





2-2. Los nChneyos reates . - 

Los primeros ndmer OS tie que ofste hablar fueron los ••n<Jbne^os 
para contar*^ o ^^tlmerys naturales" , ^ * . 

• 1, 2, 3, 4, 5, .... ' 
y asf sucesivani^nt^e. (Los conocfas antes de apr<knder |a leer o 
escrlbir, Y el hdmbre p'tlmitivo aprenditf a contar mucho antes ,ide/ 



la invencitfn de la escritura.) Los niSraeros naturales nunca acaban, 
portjue empezando con cualquiera d^ ellos, sierapre poderaos aftadirle 
1 para que nos d$ otro. Podemos imaginairnos estos ntfraeros como 
dlspuestos en una recta, y que empiezan en algiJn punto continuando 
hacla la derecha, en esta £orma: } 



K 1 '2 3 4 5- 



A la izquierda del 1 colocarf amos el nCimero 0, asf : 



H h 



0 1 2 3 4 5 



Y el proximo paso es colpcar.los enteros negativos, de e&ta manera: 

^ h — I h — I ■ !■ - I h- — I 1 1 \ 

-5 -4/ -2 -1 • 0 1 2 3 4 5 • • • 

Los nilmeros/que lias*ta ahora tenemos se llaman los enteros 



(positivos, negativos y cero) . Los nCfmeros naturales son los 

enteros positivos y con frecuencia asf los llamaremos, 

Qesde luego que Jiay muchos puntos de la recta a los que no les 

heraos asignado ndmeros hasta ahora. Nuestro proximo paso es colacar 

las fracdiones i, i, ^ "i, "i, ""i^, etc. Estos nuevos ndmeros 

^ 3 3 2 3 3- 

que deseamos colocar iticluyen todos los que se pueden expresar comp 
el cociente de dos enteros cualesquiera (siempre y cuando q 

no "sea i^ual acero), Podemos indicar unos pocos de ^stos como 
muestras : ^ 



-3 . t2'-^ -1 6 1 2 3 4 




L09 ntfmeros que teknemps hasta ahord Be ilaman los niSmerog 
racionales . (Este noinbre no intenta sefialarlos como que tienen 

mejor salu^ mental que otros ntfmeros menos af ortunados . Meramente 
se refiere a que son razones de ndmeros enteros.) 

* 5o 



1> 
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Los ndmeros raclonales constituyen un conjvanto inmefiso. Entre 
dos cualesquiera de ellos hay un tercero; entre dos ndmeros enteros 
cualesquiera hay una infinidad de ellos, |in embargo, es bifen 
sabido que los niSmeros racionales todavfa ho nos llenan* totalmente 
la recta nutnfirica* Por ^jemplo, yf£ no es raclonalj no se pued^ 
expresar como la razon de dbs enteros, pero, sin embargo, corres- 
ponde a un punto de^la recta. (Para una demostraciSn consulta el 
Apfindice III.) Lo mismo ocurre con >/3 y y tambi&i con ndineros 
. tan "peculiares'' como tt , Estos ndmeros no racionales se llaman * 
irracl onales « Si colocamos todos estos illmeros, de manera que a 
cada punto de la recta se le haya asignado un ndmero, entonce'^ . ' 
tendrecios los ndmeros reales . Iridicaraos algunos ejtemplos, asf : 

■ I I I 1 I ^1 f I ' IT h- 

-3 -2 -1, 0 1^ 2 3 4 

Deber^l^ fijarte en que estos niSmeros aparezcan en la escala ,^, 

/I ^ ' 

donde corresponden , (Por ejemplo, es aproximadamente 1,41. 

iCAno obtendrfas ^^?) 

Los ntfmeros reales ser^n parte de los fundamentos de casi todo 
lo que vamos a hacer en geometrfa. Y no6 convendri que, de ahora 
en adelante, pensemos en los ndmeros reales como dispuestos en una 
recta. " ' ^ 

Un n&nero x es menor que un ntfmero y si x est5 a la izquierda 
. de y , ^ . . ' ' 

' ■' ' ' . 

* •] 1- -i— I 1 H — ! — H H— 

-2 -1 0 >^ 1 2 y 3 4 

Esto se abrevia escribiendo x<y: Notar^s que todo Arfmero negative 
— cae a la izquierda de cualquier nAnerd positive. Por lo tanto, 
todo n<tinero negativo es menor que cualquier ndmero ptfsitivo. Por 
ejemplo, ^ 

-1,000,000 . 



ERIC ( ) 3b 



' ' 2-2 .' 

aunque ql ni5mero -1,000,000 pue^e cierXa forma parecer. "m^s 
grande" . . . 

Llamamos desf gualdades a expresiones del tipo x4y. Cualquier 
deslgualdad se puede escribir al r6v€s . Por ejemplo, 

l> ,-1,000,000 ( 
y, en general, y> x significar5 que ^ x< y. ^ . 

La expresi<5n " . ■ 

X i y 

quiere decir que x es menor que o igual ay. Por ejemplo, 
3^5 porque 3<5, y 5£5 puesto que 5-5. 

En tus estudios de Algebra ya has aprendido mucho acerca de 
cSmo se comportan los nilmeros reales' respecto de la suma y 4 la 
multiplicaci6n. Todo el Algebra que sabes se puede derivar de unos 
pocos enunciados triviales en apariencia. Estos son los postuUdos 
para la suma y la multiplicacidn, de niJmeros reales. Encontrar^s 
una lista de ellos en el Ap^ndice II. Puede ser que n6 hayas basado 
tus estudios de Algebra en esos postulados y nO vamos a iniciar 
^ahora ese proceso . En este curso, emplearemos simplemente' los m^todps 
del/ Algebra elemental, sin discutirlos 

Sin embargo, deberemos ser un poco m^s cuidadosos' con respecto a 
las desigualdades y las rafces cuadra^as . La relacidn < define una 
ordenaci<?n paia los niJmeros reales. Las propiedades fundamentales 
de.esta relaci5n de ordenacitfn son las siguientes: 

0-1. (Unicidad de la or^Henaci^n) Para toda x , y, una ^ . 
solamente una de las siguientes condicfones es cierta: x<y, x - y, 

*>y' ' 

0-2. (Transitividad de la ordenacifi^) Si x< y, y< z, enLiijiils 
x<z, • 

. 0-3. (Suma de desigualdades) Si x <y, entonces para toda z, 
x-f-z<y+z, " 




0-4. (MuXtiplicaci^Jn de desigualdades) Si x<y, .z>0, 
entonces xz<yz. 

/Los enunciados 0-2 y 0-3 ti^nen una consecuencia important^/ 
que merece mencidn por sepatfado; 

0-5. Si a<b, xcy, ^tonces a + x ^ b y • 

• \ * ' . , 

Esto es cierto por la siguiente raz6n; Poi; ej. 0-3, sabwios que 

, ' a + x<.b + x' . ^ 

y tambifin que 

^ ' >b + x< b + y." 

(Es decir, el sentido de una^ desigualdad se conserya si aftadimos el 
mismo nilmero a cada uno de sus miembros.) Por el 0-2, al combinar 

estas dos deslgualdades, obtenemos \y ' 

a + X < b + y , - 
que es el'^resultado deseado. 

• Finalmente, vamo^^^a necesltar_l,^.--«igcrfehte propiedad de los 
ndmeros reales: 

R-1, (Existenci\^^<r^ces cuadradas.) Todo ndmero pos^^lrtvo* 
Jtiene exactaj^ente uimVafz cuadrada pbsitiva.^ ^ 
Hay un punto un' tant^o engafloso en relacitfn con las rafces 

cuadradas. Cuando decim^«, !en palabras^ que x es una rafz cua- 

\/ ^2 ^ " 

drada de a, esto meramentk signif ica que x - a. Por ejemplo, 3 

68 una rafz cuadrada de 9, m V3 es una rafz cuadrada de 9. P^ro 

cuajido escrlbimos, en sfmbolosX^que x ■» va, entendemos que x es 

la rafz cuadrada posltlva de a* \Asf, las . siguientes aflrmaclones 

son ciertas o falsas, segtJn se indi^xa; ' ^ 

Cierta: -3 es una raf z\uadrada de 9 . • 

Falsa ; -3 - >/9 • \^ 

Cler)ba : ^ r 3^ \ 

Falsa; ^9 - + 3 * • \ ^ ^ ' ^ 



El porque de este cohvenio estari claro, una vez se te 
ocurra. Si >/a pucjiefa slgnlflcar lo mlsmo la ratz posltlva que 
la negatlva, no tendrfamos ^ntonces Una manera de esctlblr la rafz 
cuadrada, poslUj.va de 7. (Efl colocar u^^ signo "m5s" antes de la , 
expresltfn sJT.^ no nos conduce a' nada poiquje un signo "m5s" nunca , 
altera el valor de una expr^sirfn. Si \[7 Juera negativa, entronces 
+ sfl tambi^n serfa negativa.) • 

' ConjuTito problemas 2-2 

1, Iridlca si cada uno -de los plgulq^tes es clertq o falso: 

a. La escala de los ndmeros'reales ng tleneextreraos . 

b. Hay un punto en la escala ^e los udmeUtis ^Beales que repre- 
senta exactame?hte a yf2. ' ' . 

^ c. El punto que corresponde a 1^ en 1^ escala de los*r>iJmeros>^ . 

reales est^ ehtre los puntos cOrres^pondlefites a, t X^- ^ 

* ' ^ ' V * \ .6*8 
d» Los nilmerps negatives son ndmeros reales* 

2. Escribe los sigutentes usando palabras: ' 
^ a. . AB < CD 1 ' e/ 0 < 1 < 2 

b. X > y ^ < f . 5 > X > -5 

c. XY > YZ. • >. ^ g, X > 0 
fl. n i 3 ^ . . . 

'^3. Escribe^ como, una desigualdai^: . 

k es un ntfmero positive, ' 
h. r eVun niJmero negativ6 . ' ^ 

^ c» es un nCbierg no positive. * , . 

d. ^s es un ntJmero no negative, 

e» g tiene un valor^^ntre 2 y '3 i . . 
£, w tiene^un vdlor entrQ 2 y 3, ambos ^inclusive, 
'g* w tiene un valor entre ^ X b*. ^ 

]lPara curies de los sigUientes serfi cierto que - X? 

•SL. X i 5^ e. ' X - .-1 ' .. ■ • 

* bji X - -5 f . oc > 0 

* ; e. « 0 ' g. X < 0 . ^ 

$ir . x'^i^ ' ' h. 1 V 0 ' 
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5. iCfUmo dispondr^s, de izquierda a <ierecha, sobre una escala 

numerira en la que los nijmeros ^>6sitivop .est&i a la derecha del^ 

d, los puntos correspond^J^tes'a los .£(i^uientes conjuntos de ' ' 
• nXjmeros*? ' ? 'C * ^ ) 

• -a. 3.1, 3.05, .3,009 ' f'^'^^^^^l ^'^ 

b- -2.5,^ -3, -1.5 d, |, X I , -1 I 

*6 . Si r 8 son jiiimeros reales, distintos de cere, ^ r > s, Indlca 
si los siguientes ser^n siempre ci,ertos (C), a*veces. ciertos 
(A), o nunca ciertos (N) : 

a . 8 < r ' • - , • * ' 

■ . I. . f . - . ■ 

/ b. r - s >0 ' ^ ^ . • 

c. V - 2<,s - r ^ , ■ • ' • 

e . r ^ > s^ ' , 

*7 , Usa las instrucci^jnes del problema anterior en -Ips siguientes: 

1 ■ 1 V ■ ' ' ■ 

a . — > — . . 

1 . . 1 ' . ■ ■ • • ■ 



c . I r I > i s I 

d. r^> s^ 

e! 1 - r < 1 - s 



Ej L valor absolutO . \ ^ . ^ ' 

I^a ifiea idel valor* absplu to de un numero:***se comprende ficilmente 
a bi^e de unos pocps ejaiplos: , ' , 

(1) El valor absolu.to de 5 es 5. 

(2) EX V^lor absoluto de -5* es >/ 

(3) El valor absoluto de H es 7r ♦ • v 
*(4) El v%tor absoluto *de - IT es v , etc. . ' 
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Qrifidfunente, el valor absolute de x es nada mis que la dis- 
Uncla en la reota numSrica entre 0 x, no importa si x epttf 
i la izquierda o a la derecba de 0. El valor absolute de x "s6 
escribe comb I x I . ■! ■ ' i . ^ 



^1 — -J ' U-lxl 
\ 1— P_ 



x<a . . ♦ x>o* ^ 

Las dos posibilldades para x aparecen indicadas ^en ias figuras. 
En cada^uno de fos dos casos, Ixl es la *WrStancia entre Q 

Si un nCtmero en particularise escribe aritm^ticamente, es 
ficiX ver c6mo debi^ramos escribir svi vialor absoluto. La raz^n es 
que en aritm^tica los nrfmeros positives ^se escriben como 1, 2, 3, 
4, et;p, Una manera de escribir ,ni5meros negatives es colocar signos 
"nuenos'* antes de los nrfmeros positives. Esto nos da rl, -2^ -3, 
•^4, etc. Per lo tanto, erf aritmfitica, si queremos escribir el valor 
absoluto ^de un niJmero nejjptivo, omitiremoQ el signo "menos" , dsf, 
l-ll * 1 I- 2l * 2, etc. " 

Nos gustarfa ofreher una definiciijn algebraica para I x I qu© 
sea igualmente v^lida para valor^s positijvos y negatives de x. 
En ^1 ilgebra, desde-luegp, la letra x puede repr.esentar^ uri 
numiaro rtegativo^ Al ,tratar problemas de 5lgel?ra, prqbabl^ent^ 
^escr|biste x -2 casi tanftas vec>es como x « 2. Si x- es nega- 
tive > entonces no ser5 poai|?le escribir ©1 correspondlente ntlmero 
/positive a/base de omitir el fligne "menos"' to^da^vez que no hay tal 

signo '*taenos" que omitir. ♦ Mediante un sencillo arfclficio, sin 
* , • t ■ 

enil|pfgo, resolveremos nuestra .dificultad Si 'X es negative, 

entonces el ndmero positive que le cerrespende es -x. . Veamos 
algunos ejetoplos: . \ 

X - -1, -:>4 - -(-1) « 1;* esto es, si X « -1, entonces -x - 1, 
X - -2, -X « -(-2) « 2; ' esto es, si x - -2,- entonces -x «- 2. 
X "v-5, -x'» *(-5|) " 5j e^sto es, si X - *5, entonces -x - 5. 




X. En cada uno de estos casoB, x, es negativo •^x es el 
nCtmero posltivo correspondiente, Y de hecho, esto es lo qip- slempre 
ocurre^ Como ya sabfamos que 1x1 « x, cuando . x es posltivo o cero,». 
vei^D^^hora que el valor absolute se p^ede descrlbir medlante laj 
ulenteB dos af Irmaclones ; • 

1) Si X es po^§ltlvo o cero, entonces |x| - x. 
Si X es negativo, entonces Ixl «• -x. 
Sin. todavfa esto te presenta dudas, trata de sustltult varlos 
n\lineros\por x. Para cualquler ndmero que escbjas,'una de laa con^ 
dlclones satisfecha y )te dar^ la contestaclrfn correcta paria el 

valor absolute del nAnero. 

Qotnjiinto de problemag 2-3^ ,i 

1. Ittdica cui$les de los siguientes sOn siempre ciertos: 
a. I -3 L - 3 
' b. I 31 -3 ^ 

c. 12 - 71 - 17-21 , 

d. I 0 - 51 - 15 - 01 

e . I A I - n 

"^2. Irtdlca chicles de los siguientes son siempre ciertofl'': 
a . I -n I - n » 
• b. |n^| - 

c. lyr xl^- - 2xy ,+ 

d. la - 21 - |2 - a| 

e. |d| + l- |d/l| '. 

3, Cotnpleta los slgul/mtes enunclados: 

a. Si 0<r, entonces lrl ■ ' 

,b.. Si • 0>r, entonces |rl - ^ • • 

c. Si 0 r> 0ntonc4s |r| - > 



X. 



4. Lcxa sigulentes tres ejemplos ofrecen una. interpretacltfn 

geom^ttlca de enuhclados algebraicos: 

> . ** . 

- . X <. 2. 



.^Toclos los pantos de la' escala a la l-zqulerda de 2.1 



-2 



T 



— > 





• (xl - 2' 

Dos panto's 



-^c — ^ 

\> 3 



.0 



ContijnCla trabajando, conjo en los ejemplos anteriores, los ej4rclcl 

sigulentes: , 

' a. X < 0 ♦ ^ e. Ixl - 1 ' 

'b.x-1 f.lxlll 

c, x>l'* ' g.|xl>l' 

d. X < 1 ■ " h. 'lx» 2: 0 



5. a, lEn qu€ se diferencia el conjunto de puntos representado 
por X > 0 del 'representado por x > 0? 
' mi qu^,,8e dlferepcla el conjunto de puntos representado 
por 0 < ^ < 1 del representado por 0< x<l? 
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2-4. Medlda de la dlatancla 

El primer paso al medlr la dlstancla entre dos puntos P y Q 
es colocaf un borde de una regla sobr^ ellos, asf: 



REGLA 



Desde luego que deseamos usar una regla recta , ya, que no podemos 

esperar obtener resultados consi'stentes si nuestras reglas son 

curvas o Irregularea. Una regla recta tlene la propledad de que, 

no Importa c6mo- se coloque su borde sobre P y Q, la recta dlbujada 

a lo largo de eserborde es slempre la mlsma. Dlcho de otro modo, 

esta recta queda,- totalmente determlnada por los-^^o^puntos dados. 

Expresamos esta propledad ^ujaelaraental der^s rectas como nuestjco 

primer postulado geom^trico: i 

— — j:^ ■ 



Postulado 1.-^ DadQs dos puntos diferentes cuales- 
qulera, habri exactamente una^cta que los coritenga. 



TJoa referlremos a este postulado, abrevlindolo, dlclendo que 
cad^ dos puntos determlnan una recta. Esta es una fqrma corta de 
enunclarel Postulado 1. / ' 

Usemos la notacltfn ?Q para deslgnar la repta detenn%iada por 
, los puntos P y Q* (La doble flecha recotdari ctfmo dibujamos c^rlgl- 
nalmente una recta,) Cldro que slempre podemos abr,evi)^r eJco- 
glendo otra leCra y llamando a la recta L, o W. o cualquler otra 
cosa* 

Consideramos ahora las marcjas que hay en la regla la verda- 
dera dlstancla ^ntre P y Q. ]La manera mis f^cjll de naedlr la dls- 
tancla es colocar/ la regla ^sf: , ' . ' " . . 

Q 



1 

1 • 


1, 1 \ 

2' 3 4 


1 

5 


1 1 

6 ■•. 7 


1- 
, 8 


1 1 1 

9 p 11 12 
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Esto da 7 unidadea como medida. Desde luego que no h«y hecesidad 
de colocar un extremo de la r^gla en P. Podf^mos haber hejcho'jasto 
otro : ■ , , V.y 




En este caso, la distancia entre P y Q, medida en unidades de la 
escala, es 9-2-7, igual que antes. 

Muchas de las l^las que se usan hoy dfa tienen dos escalaa: 
un lado est^ marc^do en pulgadas y el otro en centfmetros . . Usando 
la escala de centfraetros, podrlamos medir asf la distancia , entre 
P y Q: 

P Q 



^ \ I rn I I ' I I — I — \ — ri~i — i 

2 4 6 ^8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 

31 LI or 6 9 L 9 5 ? 3.1 

.1 I I \ L \ \ I I I I 



lo que nos dar£a una distancia de aproximadamente ^8 cm. (el sfmbo^Lo 
cm. significa centfmetros). » ^ 

Un pia es igual a 12" y una yarda a 36", segdn sabemos. Un 
metro es igual a cien centfmetros (usamos nl. como abreviatura de 
metros) . Un milfipetro^es una d^clma parte de Un centfmetr'o (6 * 



1000 



de un metro) y los milfmetros se indican con el sfmbolo mm. 

Podemos, pues, medir la distancia entre P y Q al menos de seis 
maneras: 18 cm., 180 ram. ,0.18 m.,\7 pulgadas, pies, ^ardas . 
Es decir, el ndmero obtenido como medida de la distancia dependeri 

de la' unidad de medida . Po'demd^ tomar la q^e queramos siempre y 
cuando seamos conslstentes e fndiquemos cu^l fu^e la unidad escogida, 
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V Con^unto de problemaa 2-4 - 

1. iQu^ frabclones (o enteros) necesltamos para- completar la 
sigulente tabla? 

a. , 2 pulgs, - J?ie8 - yds. 

b. pul(^s. 4j pies yds. 

'c. , pulgs. pies - yds. 

2. iQu^ nrfmeros faltari para compdetar la tabla sigulente? 

a. 500 mm. - cm. - m. 

" ' . ^ 

b. ram. - 32.5 cm. - m. , ' 

c. mm» " cm. - 7.32 m. 

3. a. SupongaiUos que decides usar el, ancho de una hoja de papel 

1 ^ 

de por 11" coma unldad ^e longltud. Exiiieda el largo 

y el aAcho de la hoja en t^rmlnos de eai:a,unidad, 
b. Rep^lte el ejerclclo tomando ahora el lar^o de la hoja como 
tu nueva unldad • 

4. SI las longitudes de los lado^ d^ un trl/ngulo son de 3 pies, 
4 pies y 5 pies, 61 trlingulo^ ser^ rectihgulo por que 

. Comprueba que la relacl<5n pltagtfrlca se satlsface Igualmente-' 
cuan^o^xpresamos esas medlda^ en) pulgadas. 

5. SI la longltild de cada lado de up cuadrado es de 4 pies, su 
perfmetro seri de 16 pies y su firea de 16 pies cuadrados. 

Ff jate en que el yalo^ num^rlco del perfmetro es Igual al valoi^ 
num^rlcb del ^rea* \ 

a. Muestra que esos dos valonfes num^rlcos dejarfan de ser 
Iguales si expreslframos en pulgadas la longltu^ del lado. 

b. Comprueba lo mlsmo si la longltud se mide en yardas. 
^6. Generallza el problema 4. Dados los niJmeros a, b X c como las 
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medidas d6 Ips lados de un triingulo, en cierta unldad, y 
2 2 2 

tambl^n que a + *b ■ c , demuestra que la relacldn pitagtfri 
es v^llda tambl^ si la unldad -de medlda ae multlpllca por n. 

"r ■ : ■ . 



' (Sugerencia: Las loflgltudes de los lados serf an entonces 

a^b c-^ ' '* 

~,>|^y ■*. Si encuentras que pensar en a] 'b ^ c resulta muy 
I ■ ^ ^ abstracto, trabajja primero a base de 3, ^' y 5.) 

V*y. Generaliza el problema 5, Demuestra que si los vaiores num^ricos 

del perfmetro y del irea de un cuadrado son iguales cuartdo se 

utiliza una unidad de medida en particular, no serin iguales 
I para ninguna otra unidad. (Sugerencia: Toma el' niSmero s como 

la longitud del lado del cuadrado, expresada en alguna unidad, 

e iguala las formulas para ^irea y perfmetro.) 



• 2-5. Eleccitfn (d'fe una 



* 



iinidad de distancia 



Memos notado\ue la elecci6n de una unidad de distancia es mera- 
mente una cuestitfn de conveniencia. Desde el punto de vista de Xa 
ldgica„ para medir distancias, una jjpidad es tan buena como otra, 
^ Escojamos, pues, una unidad y acordemos hablar en t^rminos de esa 
unidad en todos nuestros teoremas. (No importa qu^ unidad se te 
^^^curra. Si prefieres pulgadas, pies, yardaa, centfmetros, o hftsta 
leguas, est^Is en libertad de cons iderar que son ^sas Ia«-«nidade& 
que emplearemos . Todos nuestros teofemas serin cierOps para cualquier 
■ unidad . ) - k ' " 

As f, para cualquier par de ountos, P, Q, habri un niftfer^que es 
la medida de la distancia entrfe P y Q expresada en tirminos ile 
nuestra unidad. Como tales\nrfmeros serin usado^ muchas veces en. 
nuestrc( tr'l^bajo, serfa muy inc^odo tener que estar conpinuamentte 
« repitiendo la frasd "medida de. la distancia entre P.y Q expresrada en 
t^rminos de nuestra unidad", Por lo tanto, acoi^taremos esa frase 
para que se le^i "distancia entre P y Q'' , confiando en que, si alguna, 
vez fuera necesario, podrfas supllr el res to de la oracl^n. 

Ahora es posible describir esta situaci^n en' la fortna precisa 
slguient'e: \ 

ERJC , t 
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Po8tula4o 2> (Postulado de la distancia.) A cada 
par de puntos diferentes corresp^onde un ntJmero ^os^^tivc 
dnico. 



Deflnlcltfn : La dlst^ncla entre do^a puntos es el ndbero posl^ 
tivo obtenido media^te el postulado de la distancla/. Si I09 
puntos son P y Q, indipWos entonces la dist&ncia por PQ* 

Convertdr^ a veces considerar l;a posibilidad de que P «■ Q, esto 
es, de que P y Q^sean el rai^mo punto; en este case, es claro que 
la distancla serS Igual a cero. Ffjate en que definimos distancla 
simplemente con relacitfn a un par dQ puntos, y cpie no depende del 
orden en que se menc|.onen los puntos. Asf, PQ es siempre igual a 

QP. ^ , • 

En algunos de los ejercicios asignados en el texto se, utilizan 
varias unidades de distancla, como pies, millas, metres, etc,^ Segdn 
seilalamos anteriormente, nuestrvOs teoremas serin aplicables a cual-*- 
qulera de estops unidades siempre ^ue conslstentemente- utilices s6ld^ 
una unidad ^n la discusion de un ^eorema cualquiera » Puedes, si 
te place, emplear pulgadas en un teorema y pies en otro, pero no 
ambas unidades en eL mismo teorema. 
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2*6 • Una yegla Inflnlta 
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Al comenzar el capftulo, marcamos una escala numgrica sobrc 
, una recta en esta forma: ^ 



- I ■ j — I — -M-H 1 ^ 

-1 0^ 1 2 3 - 

Pudimos, desde' luego» haber comptimido la escala asf: 



4 



J I I I I I I I I 

-4-3-2-1 0 1 2 3' 4 



o estirarla, de esta manera; 



+ 



-2 -1 0 



Pero convengamos que, de ahora en adelante, toda escala numSrica 
que marquemos en una recta se escoger^ de manera que el punto 
marcado x est^ a una distanciit fx| del punto marc ado con 0. Por 
ejemplo, consiWa los puntos P, Q, R, S y T, seflalados, con los nd-^ 
meros 0, 2, -2,-3, y 4 en la figura siguiente: ^ 

? ^? . . • P Q 



h-i — +—4 — I .? I — ; 



-3 -2 -1 



3 



Entonces PQ - 2, PR • 2, PS - 3' y PT - 4. / * 

Si nos fijamos en varios pares d6 puntos en la escala numeric*, 
par^ce razonable bailor la distancia entre dos puntos toiogndo la 
dlferencia de sus correspondientes ndmeros. Por ejemplo: ^ v 

PQ - 2, y 2 - 2 - 0; 

qr - 2, ■ y 2 i 4 - 2; 

SQ - 5, y 5 - 2 - (-3); 

RT - 6, y 6 • 4 - (-2).> . ' 



^6 - 38 ^ ^ 

Obsdrva, sin embargo ^ que si tomamos los puntos al revfis, y efec- 
tuamos las restas en el sehtldo opuesto, lograremos siempre la 
respuesta err^nea: Qn.vez'de conseguin la dlstandia (que e? 
siempre positlva), obtendremos el ndmero negative correspondl^ente, 
Esta dlflcultad, sin embargo, se vence ffcllmenjte, Todo lo que 
tenemos que hacer es tomar el valor absoluto de la diferencia de , 

los ndmeros. SI hacemos esto, entonces todas nuestifas respuestas 
posltlvas corrgctas seguirin siendo correctas y todas nuestras 
respuestas negatlvas err6neas se ccmvierten en correctas, 

Vemos > pues , que la digtancla entre dos juntos ^s el valor 
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absoluto d e la diferencia" de los ndmeros correspondientes | ^ 
Todo esto parece muy raz6nable/ . Pero la verdad es que no lo 
hemos demostrado a base de los dnicos pdgtulados escritos hasta 
ahora. (Y la verdad es que no se ^puede |demostrar a base del postu 
lado de la diatancia.) Resumiremos, pues, lo^ anteriormentij dicho, 
en forma de un nuevo postulado, a saber: 



Postulado 3 . (Postulado de la regla,) Podemos esta- 
blecer una correspondencia entre los puntos de una recta 
y los ndmeros reales de manera que 

(1) A cada pund^ de la recta corresponde exactamente 
un ndmero real, 

(2) A cada ndmero real corresponde enactamente un 
punto de la recta, y \ 

(3) La distancia entre do's puntos es el valor abso- 
luto de la diferencia de los ndmeros correspondientes. 



. Llamamos a ^ste el postulado de *la regla, porque de he^ho nos 
prbporciona una regla infinita, con una escala numfirica, mediante 
la cual nos es posible medir distancias en cua^lquier irecta. 
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Deflnlclones: Una correspondencia del tipo de la descrita 
en el postulado 3 se llama un slatema de coordenadas para la recta. 
El nrfmero correspondlente * cualqtiler punto se llama la coprdenadrf 
del punto. - ^ ^ 

Cdn^^unto de problemas 2-6 

1. Simpllflca: ! . 

I 3 - 6l . d. •(•^4 - (-2)1 

b. |6 : 31 ^. |a - (-a)l 

1-2 -1| f. la|- l-al 

2. Usando 51 tipo de slstema de coordenadas dlsctitldo en el texto, 
halla la dlstancla entre los pares de puntos que tleiien las 
sigulentes coordenadas: . • 
a- 0 y 12 f . -5.1 y 5.1 

12 y 0 ' , g. n/2 y s/s" 



3. 



c- 0 y -12 \. h. y X2 



I. 



d. -12 y 0 • '^1. 2a y -2a 

-34 y-5 . j.r-syr+s 



Pedro -5 -4 Q W 
' 1 I I } • 



Jaime 0 I' 2 3 ^4 5 6 7 8 n r 

La numeraci(5n inferior en esta escala ^e idea de Jaim^, Peclro 
.empeztf la nuraeraci^iJn superior pero de caAs5. \^ 

a. Copia la esca^ y esctibe el resto de la numeracirfri de Pfedro. 

b. Muestra ctfpio hallar la distancia de P a Q, usando primero la 
escala de JaiBe y despu^s la de Pedro. 

c. Haz lo mismo para la distancia de W a P. y 
4; Supongamos que al medir la distancia entre dos puntos P y Q, 

pensaste en colocar el pero de la escala jium^rica en P y^leer 

un valor posifivo eri Q. Sin embargo, lo que hicistq fue colocar 

I 1 ' 

J^a escala nura^rica de manera que P estuviera en y Q a la derecha 

de iCAno her& poslble todavfa raedfr la distancia J^Q? 



# 

Consldera un sistema de coordenadas de una recta* Suponte 
que se le afiade 2 a la coordenada.de ca^ punto y que se 
asfgna esta nueva suraa al punto, ^ ^ 

a. iCorresponderi cada punto a un nClmero'y cada n(Jmero a un ^ 
punto? *^ 

b. Si dos puntos de la recta tenfan coordenadas p ^ q en el 
^ sistellia d^ coordenadas original, iqu5 ndmeros les corres- 

ponden en la nueva numeravcitfn? ^ 

c. Muestra que la ftfrmura ^f' * 

1 (Ni5mero asign^do a u|n punto) (Ndmero asignado a otro 

punto) I da la distaticila entre los dps puntos. 

d. ^Satisface la nueva correjspondencia entre puntos y niJmeros 
a cada una de' las tres condiciones d^l postulado 3? (Si 
asf es, pod^os llamarla un sistema de coordenadas.) 

Supongamos que ae establece un siBtema de coordena<^as en una 
recta > de manera que cada punto^P corresponde a un ndmero real 
n. Si* cambiamos cada n por -n, entonces el punto P corres- 
ponder^ a un ntftqero -n. Muestra que esta co^respondencia es 
tambi^n* un sistema de coordenadas para la recta. (SUGERENCIA: 
Es obvlQ que cada punto tendri un nJmero asociado a 5l y cada 
ntlmero un punto. DeberSs mostrar ad^em^s que el valor absoluto 
de la di£ei;enci^ de los ni$meros asignados a los dos puntos no 
se alterari\il cambiar la nutijieracitfn .)' 

En un ciert'o ^ondado los pueblos Alfa, Beta y Gama est^n en 
Iftiea recta, aiinque no necesariamente en ^1 oirden dado. Hay 

16 mlllas de Alfa a Beta y 25 de Beta a Gama. 
ai^. iSerrf posible decir qu^* pueblo est^ entre los otros dos? 
" iO^^ pueblo tjo edti entre los otros dos? 
b. Puede haber dos i^alores diferentes para la distancia de 
Alfi a Gama. Usa\un dibu'jo para» deCerminar curies son 
^stos. 



c. SI sabes adern^s que la dlstancia'de Mfa a Gama es 9 
mtllas, iqu^ pueblo estar^ entpnces entre Los otros dos? 

d. Si la distancia entre Alfa y Beta fuera r, mUlas* la 

distancia. de Alfa a Gatha s millaa, y la distancia de 
Beta a Gama r + s millas-, iqui pueblo estatfa entre. 
otros dos? 

8. A, B, C son tres puhtos alineados. A y B est&n a 10" de dis- 
tancia y C est! a 15" de B, . ^Habri una sola manera de disponer 
estos puntos? Explfcalo. 

9. Se asignan tres sistemas distintos'de coordenadas a la misma 
recta. A tres puntos fijos A, B, C, de la recta les corres- 
ponden los valores siguientes: ' 

Con el primer sistema, la coordenada de A es -6 y la de 
B es -2.V ■■ , 

• Con el segundo, las coordLenadas de A y C son 4 y -3, 
^ respectivamente . 

^^..^^ Con el tercero, las coord^adas respectivas d^e C y B 
. son 7 y 4* ■ ^ ^ 

iQu$ punto esii entre los otros dos? ^ 
Evalda AB + BC + AC. ^ ' - . 

2-7 . jEl postulado de polocacltfn de la regla ; Interposlcltfn . 
segmentos ^ semlrrectgs 

El postulado de la regla (el postulddo 3) nos dice que podemos, 
♦ 

sobre cualquier recta, fJLjar un sistema de coordenadas marcando una 
escala num^rica. Esta se puede coristruir de ihuchas maneras dife- 
rentes. Por ejemplo, dado ''el punto P de la rl^cta, podemos empezar 
coloftando el cfero en P* Y podemos tambi^n m^rcar la escala en 
cualqul'era- de las doa direcciories, asf; 



Esto quiere decir que, dado -o^o punto Q de la recta, siemprie 
^ po<;leiho8 escoger el sistema de coordenadas de manera que le corres- 
ponda un nilmero positivo, de esta manera: 
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^ -2 
o de esta otra: 
♦ * . O 



-1 



0 



2 



Q 



f 



2- 



0 



-1 



-2 



-3.< 



Para , referenda futura, enunciemos esto en forma de un postulado. 



Postulado 4/ (El postulado de colocacitfn *de la 
regla.) Dados dos puntos P y Q de una recta, se 

puede es9oger el si sterna de cobfdenadas de manera tal 

que la coordenada de P sea cero y la coordenada de Q 
sfea positiva. . ' , 



Tod^S sabemos 1q que se entiet;^e al declr que un pui^to B est^ 
entre dos puntos A y C. Pues que V> B y C est^n en la misma recta, 

y que est^n colocadbs de est^smanera: ' > • 



B 



o de esta' otra: 



*) C V ■ B A • 

•Sin embargo, si vartids a utixizar la interposicitfn (propiedad de 

e^tar "ehtre'') coiqo, una rjslacii5n,mateinitica, liiejor valdrfa ofrecer. 
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una defifiici<5h matem^^^ici^ que diga ^actamente lo que queremos 

decAr, porque no podemos depender de ctfmo rios alntamos al querer 

interpret.ar algo, ,Para ju?:gar esta n^cesidad, veamos lo que 

ocurre, en un^i^ sltuaci'^n semejant^, con una circunferencia. En 

^ «/. • 

la figura de« la izquierda,^parece. razonable afirmar que B esti 

entre .A y C . i » 





, Pero C puede raovetse alreder^or de la circun:ferencia* ocupando , 
xnuchas posiciones sin necesidad de pasar por A 6 ,hasta quedar 
Justamente a la^izquierda de A, qomo se ve en ta figura de la 
59<^recha. En la posici(5n final, indicada por el si^o de admiracidn, 

parece como-que ^esti en^tre B y^* Por su aspe^o, las circunfe- 
^ rencias nos confunden. Dados tres punt^s cualesquiera en unm 't^ 
-eircunfetrencia, es bastante razonable considerar que cada un^o de 
ellos esti entre los otros dos. 

La interposici^ en Una recta nada tiene de confu^^ Es fficil " - 
1^^^^^%?®^®^'^^®^^® significa el que un punto de una recta estiS 
entre ot-ros dos. Pbdemos hacerlo de la si^uiente raanera: 

Definicitfn: B Qst^[ entre A y C si (1) A, B, y C son puntos ' 
♦distintos de la tnisma recta y (2) AB + BC - AC. 

Es f^cil comp'robar que esta definicirfn expresa realmente lo que ' 
el sentldo cotndn nos. d:^^ce acerca de la idea de interposici6n 
("estar entre"). Sin dmbargo, convendrfa qui;?^8 explicar en qufi 
forma se usa generaltnente el idioma en las definlciones raatetn^ticas . 
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En la deflnicldn de Interposlpl^n hay dos aflrraaciones unidas 
por la palabra sij^. Lo que queremos declr es que ias aflrraaciones * 
que af^^arecen antes y despufis de la palabra jii son completamente 
equivalentes^ Sie^fpre que en algiln teorema o problema, sean 
vilidas o puedan demostrarsp las^ condlciones (1) y (2), entonces ^ \ 
podaoaos eonblulr que B est^jtf entre A y C, Y siempr« que hallemos 
que e^ti entre A y C, podremos concluir que amb^s, (l)^y (2)'^, 
9on villdas. Esto no es un uso estrlctaraente l6glco de la palabra 
sil, y en particular la palabra ai nunca se emplea en e^ta forma en 
los postulados, teoremas, o problemas* Sin embargo, en las definl- 
clones sf es corriente tal uso. 0 ^ ■ ^ , 

El ^iguiente teorema describe la interposici^n en t^rrainos de 
coordenadas en una recta. • ' 

. Teorema 2-1 , Sean A, B, C tres puntos en Una recta, con coorde- 
nadas x, y, z. Si 

X < y < 2. 

^ f 

entonces B est^ entre A y G. 

Demos traci^n ; Toda vez que x< y<2, sabemos que los niJraeros 
y - 2 y, 2 - X son todos pbs|.tivos, Por lo tanto, por la defi- 
nicirfnv del. valor absoluto, ' 

• , l y - X I - y - X, 

J J2 - y| - 2 - y, 

I 2 - X I " 2 - X • 

Afif, por el postvilado de la regla, 

* . AB ^ y - X, 

BC - 2 - y, 

_ ' AC »• 2 - X. 




ERIC 



5u 



- 45 - ' 

51 




ERIC 



1 

AB + BC - (y - k) + (z - y) 

- -X + z '\ ' '■ 

« z - X . ^ ' • 

- Ac. , • * ' 

'Bii conclusion: por la definicitfn de la intferposicitfn, B est^ 
entre A y C, que es lb que se querfa demoatJrar. ^ 

^ , • 'i 

Con.lunto de problemas 2-7a 

1. a. Marcamos una escala hum^rica sobre una recta vCs .cae,., / 

en R y 4 en S. Si aplicamos el pQstulado de colocaci(5rt 

de la regla, y tenemos el 0 en R y un ntlmero positivo 

S, icuil serfa ese niJmei;*?? , * 

b. La misma pregunta si -4 cae en R y -10 en S, 

c. La rndtsma pregunta si 8 cae en R y -2 en sL 

^d. La misma -preguAta 'si -4| Cae en R y 4 'en S. ^ 
e. La misma pregunta si 5.2 cae en R y 6.1 en 
f^. La misma pregunta si Xj^ cae^en R^ X2 en.S. 

2. .Explica breveiiiente ctfmo el postulado de colocaci^n de la regla ^ 

simp^fica el procedimiento del postulado de la regla para 
calcular la distancia entre dos puntos.' ^ ^ 

3. y^upongamos que R, S y T est^n alineados (son pantos de la misma 

recta). iQu^ se podr^ afirmar respecto a las J.ongitudes RS,"* ' 

ST y RT si S est5 enCre R^y T? (Repasa la definicltfn de 

'*Mtar entre" .) ' * ' 

^ » — - — ^ 

4 A * ^ p n " T 

^ ^ ^ I I y AC y BC son ambas iguales a 8. 

•La cbordenada de C es (i. ta coordenada de B es mayor que la. 

de C. iCu^les son las coordenadas de A y B? 

I) ^ ■ ■ • , « 

5. Si a, b, c sort" coordenadas. de puntos^ alineados, y si ^ ' 

|a - c| + |c - bi |a - b|, ^cuil es la coordenada del punto 
que BBti entre loB otros dos? Debes estar dispuesto\a explicar 



el potqu^ de tu respuesta. ' , 

6, Si Xj^, x^, x^ son cgordenadas de puntos en una recta de tal 

modo que X3> £ tambi^n X2<Xj^, ^qu^ punto eBt& entre los 

otros do,9? iQixi teoreraa' se- utilizarfa para demostrar tvl^con- 
testacitfn? 

7, Consideira un sistema de coordenadas en el cmal se le asigna 

el niJmejro 0 al punto A, el niJmero posltlvo r a B, el ndmero 
1 2 

— r a E el ndmero a F. Demuestra que: 

a. . AE - EF - FB • * 

b. E esti entre A y F. . 

*^8* DemUest^ta: Si A, B, C son tres-puntos en una recta cOx\ 

coordenadas X, y, z, resp^ctivamente, y si x>y>2, entonces 
B estari entre A y C. . 



X 



Teorema 2-2 . Para cada tfes puntos cua*Lesquier£i de la misma 
recta, uno de ellos estar^ entre los otrbs dos. 

^ ' Demos tracing : Sean los puntos A, B y C. Per el postulado de 
la regla, habri un sistema de coordenadas para la recta. Sean x, Vy, 
2 las. coordenadas de A, B, C6 ^ Tenemos seis posibilidades : 

(1) ' x<ycz, . . • 

(2) x< 2 iy, 

. • » -V, . . . 

(3) y< x<Zy " " . • , : " 

(A) y < 2 < X- 

(5) 2<x;<ly.; : 
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En cada uno de esos cases, el teorema 2-^1 in^llca la yeracidad 

del t-eoreraa 2-2.. En los casos (1) y B estfi entire A y Cj en los 

casus (2) y (4), C est^ entre A y B; en'^los casos (3) y (5) , A eBt^ 
entrq B y C. n. / . ' . , 



Teorema 2-3, De cada tres pantos diferentes de la miama 
recta, solamente uno estard entre los otros dos . 

Otro enunclado del| | teorema > Si A, B, C, son tres puntos dife- 
rentes de la misma l^ecta, y si B est5 entre A y C, entonces A no • 
est^ entre B y C, ni tampoco C est^ entre A y B, ^ 

(Ocurre con fi;ecuencia^ que es m^s f^cil leer, y referirse a 
un teorema si est5 expr^sa^do en palabras , Pero pata demostrar 
teoremas, necesitamos generalmente emplear una notaci6n d^ndole 
nombre$ a los objetos de que vamos a l\ablar, Por esta raawSn/ - 
uaremos con frequencia nuevos eriuriciados de los teoremas como 
acabamos de hacer con el' teorema 2-3. El nuCrVO enunciado en cierto 
sentidp nos adelanta A den\pstracf\5n', ) ^ . 

Demostraci6n : Si B est^ entr§ A y C, entonces 

^ . ' AB + BC - AC , 

• *. 

Si A .est5 entre B y C, entbnc^sN 

BA + AC " BC . J * . " ^ * 

Necesitamos demostrar que estas do^ ecuaciones no pueden ambas 
' ser ciertas al mismo tiempg, 

;^Si la primera ecuacidn es'^^clerta, entonces ^ 

AC - BC - AB. 

Si* la segunda ecuaci6n es cierta, entonces 

. AC - BC -BA » -AB 

estas ecuaciones no pueden ambas ser ciertas, porque el ndmeiro 
AC BC no puede ser a la vez positive y.negativo. , • 

Eri forma compietamente semejante, podemos demostrar que C no est^ ^ 
entre A ^ B.. ^ 

Definlciones ♦ Para dos puntos cualesquiera^ A y B, el segmento 
AB es^ el conjunto de los puntO;^ A y B m^s todos los puntos que 
est^n entre A y Bi Los puntos A y B se llaman los e xtremos de AB* 



Pero sabemos 4ftue AB es positivo y -AB es negativo, Er/ consecuencla 



Notar^s que hay una gran diferencia entre el segmento AB y 
la.^ d£fetancia AB. El segmento es una figura geom^ttlca, eeto es, 
un conjunto de pun tog. La distancia es un ntlraero que noj dice 
cu^n lejos est^ A de B. 

De^inlcii5n. La distancia AB se llam4 la longitud ,^el segmento 
AB. • , . • 

Un rayo, o aemirrecta, es una figura como ^sta: - ' 



K — ■ —6 ■ ^ ^ 

i^k flecha a la derecha sirve para indicar que el rayo incluye 
' /€odo8 los puntos de la recta a la derecha del purito A, y tarabifin 
el pun to A. El rayo se representa por AB. Notar^s que cuando 
e8cr\i;bimos A^,^ entendemos simplemente el rayo que erapieza fen A, 
pasa por B, y sigue indef inidamente en la misma direccidn. El rayo 
puede presentars^^e de. cualqui6ra de las forraas siguientes :' - 



B 




f 



A 
B 



Esto es, la flacha del ^fmbolo siempre Vr& en la direcci6n de 
A a B ciJauLquJkeraH/que "sea la direcQi6n que apunte el rayo en el 
espacio. ' ' . 

Habiendo explicado InCuitivamente lo que nos interesaba, proce- 
deremos a ofrecer una definicii^n precisa^ 

Deflniclones . Sean A y 1^ pantos de uha rocta L. El rayo a5 
el conjunto de pur^oB que es la reunion de (1) el segmento AB 
(2) q1 conjunto de tlf^s los puntos C para los que as clQ^rto que 
B eati entre A y C. El punto A se llama el extremo o el origan de 




Estas do8 partes del rayo se indicfl^n a continuacidn: 



B. 



Si A ^8t5 entre B y C sobre L, entonces los dos rayos A? y A? 



"ir^n en direcciones opuestas", asf: 



Deflnlclgn. ■ Si A est^t entre B y C, entonceS ^ y A^ se llaman 
rayos opuegtos, Notar^s que un^^par de puntos A, B determina seis 
figuras geom^tricas: . ! 

U recta AB, A B 

El segmento AB, - • — ^ ^ 

El rayo a5, • ' 

— ^ ) ' ' ' 
El rayo BA, . / "'^-^ • 

El rayo opuesto a a5, ' ^ 
* El rayo opuesto a BA, ' ^ ^ 



' El postulado de colocaci^n de la regla tiene todavfa otras tres 

consecuencias dtiles y ^enciilas^ 

' ^ 1.' 

Teorema 2-4 , (El teorema de la Idca^lizacion de puntos,) Sea 
A? un rayo, y sea x un ndmero ^ositivo. Entonces existe exacta- 
mentc un punto P en X? tal que AP « x. 

^ Demos tracldn ; Por el postulado de colocaciAi de la regla, 
poderaos escoger un sistema de coordenadas en la recta A^ de manera 
que la coordenada de A sea igUal a 0 y la coordenada de B sea un 
ndmero positivo r: " 



A S 

0 r X 



i 
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* (En la figura, las letras enciraa de la recta representan 
puntos, y las letras debajo de la recta' representan los ndmeros 
correypondientes .) * ^ . 

Sea P el pur^to cuya cpprdenada es x. Entonces P pertenece a 
aS y.^P - Ix. - Ol - Ixl X, porque x eg positivo. Como sola-^ 
mentc un punto del rayo tiene coordenada igual a x, stflo un punto 
del rayo estarfi a una distanci^, x de A, 

Deflnlcl^n . Un punto B se llama punto tuedio de Un segmento 
AC si B estS entre A y C, y AB - BC. • 

« 

' ^ .■ ■ « 

Teorema 2-5 . Tbdo segmento tiene exactamente un punto medio, 
Demostraci^n ; Nos interesa obtener un punto B, sobre el 
segmento AC, tal que AB BC. Sabemos, por la^efinicidn de seg- 
mento, que B est5 entre A y C. Por lo tanto, AB + BC » AC. /oe 

estas dos ecuaciones deducimos que 2AB « AC, o AB « iftiC. Toda vez 

• ^ ^ 2 

que B esti en el segmento AC, tendr^ que estar tambifiti en el rayo 

A?, y el teorema 2-4 nos dice que h^y exactamente un punto tal B. 

Definici^n > Decimos que ^1 punto medio de un segmel^to 
tfi^^ca al segmento » Con mayor generalidad, decimos que cualquier 
ftgura cuya interseccitfn coa el segmento sea el punto medio del 
segment;o biseqa al segmento. 

Conjunto de pr pblemas 2-7b ' ' 

1. Si tres puntos est^n eqi una r^cta, ^cu^ntos de ellos no est^n 

i ■•. ^ 

entre los otros dos? 
2* iDe qud definicitfn o teorema es un caso particular cada uno de 
los siguientes? Si tres puntos alinet^os* R, S, T, tienen ^ 
respectiyamente las coordenadas 4, 5, 0: ^ 
a,. ' S est^ entre R y T, porque 4^5 ^ 5 <8. 
. bV R no puede estajj entre S y T, Ja que S esti entre R y T, 
c. S est4 entre R y porque RS + ST - RT* 



/ 



9 ' 
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3. 



*5. 



*6. 
7. 



1. 



f 



# ) - . 2-7 

Describe, en lenguajes- matemStlcq, qu^ puntos est^n iticluidos 
enj' 

a.| XY b. XY ' ^ ^ 

Muestra cc5mo la reatrlccitfn "entre A y C" de la definicitfn 
del pun,to medio de AC resulta inneceSatia, demos trando el 
sigaient'e teorema: ^* , ^ 

Si B es un punto en la recta 'X? tal que AB - BC, 
,ent,onces B est5 entre A y C. (Sugerencia: Muestra 
que A no puede estar entre B y C ni tampoco, C. entre 
A y B. IJj^liza el ^lgebrar> para mostrarlo. Completa la 
demostraci(5n usando el teorema 2-2.) 
Suponte que P es un punto en la recta M y que r es un ndmero 
positivo. iCxxAX de los teoiremas anteriores nos dice que ha'y 
exactamente dos puntos en M cuya distancia a, P es r, el ntfmerd 
dado? . 

Demuestra que si B est^ entre A y C, entonces AOAB^j^ 

a. Copia el siguiente pfcaf o . Para cada par de letras, busca 

el sfmbolo apropia'do, si lo hay, que' sea necesario para 

completar el sentido; - . • 

7 , * ' 

X2 contiene los puntos Y, R, pero XZ no contiene ni al 
punto Y ni a R. ,R est5 an XZ pero Y no lo ^t^. 



YZ + ZR - YR. 

b. Haz un dibujo en que ilustres la posicitft^ relativa^ de los 
ouatro puntos . . f 

Problemas de rep^b 
Considera los siguientes conjuntos : 

es el conjunto de todos los varones del dScimo grado > 

$2 es el conjunto de todas las niftas del d^mo grado'. 

es el conjunto de todos los estudiantes de\eometrfa del 
d^ctmo grado , , . . . 



ERIC 



} r 



- 52 



a-7 .. • • I 

es el 'conjunto de \odos los ab/nm^s de la escuela superior, 

es el conjunCo de^todos los alumnos ddl d^cimb grado. 
iCu&l es la interseccitfn de y S^?" 



. 2 



4. 



6 



a, 
b 

c , 

d, 



a: 
b, 

c . 
a 



b. 

a 

b 

c . 



iCu&l es la reurilrfn de y S . ? 

iCurfl' es la intersecci^n de y S^? - 

iCu^l es. la reunitfh. de y S^? 

iCu^l es, la Interseccidn de. S^^ y S^? 

iCq^ntos. cuadrados tlene un ntJmero positive dado? 
i'Cu^nta^ rafces cuadradas? 

lSBr& alguna vez negative el valjor de VJ? 

Dlbuja una rectaiy locallza en ella los siguientes puntos. 

(La coordenada de cada punto aparece en parfotesis.) Usa 

cualqujLer unidan.de med^da que te plazca^pero una vez 

escogida, sigufi empleando la misrad unldad. en todo el ejer- 

clclo: . / gj^ 

P (2), Q (-1), R (0), S e3), T (4). 

Halla PQ, RT, TR, FT, QS , 

,S1 a >b, entonces § - b 

2 

Si 0<k ^ k < 4, entonces k es 
Si a< b, entonces a - b es 



. 1 ^ 



— — \ — > ■ 

a. Escribe una ecUapitfn que descjiba las posiciones relativas 



de estos ^Hres puntos. 



b. ^En qu^ cdpdiciones ser^ B el punto medio de AC? 

Cuatro puntos ilu B, C, D es.t^n colocados a lo largo de una 

recta de manera pue AC>AB ^ Bp<BC, Dibuja la recta con los-i 

cuatro puntos e]{i su sitio, ^Habr^ mis de un orden jJosible? 
Explfcalo . 



( 



6« 



J 



8 



7. Lo8 pates de maytlsculas del siguiente pirrafo r^presentah-o 
bien iwlineros, o rectas, o segmentos, o r&yos. Indica cuAl as 
cada uno, colocando sobre cada par el sfmbolo, si Jo hay, que 
" falte, 1^;' V • ' . 

"AB + 6C "^C. DB contiene a los puntos A y C, pero DB 
np contiene ni al pun to A ni a C. A pertenece a DB 
pero C no". ' Haz un dtbujo ,qae ilustre tu respuesta. 
A es'el conjunto de todos los enteros x e y cuya suma es 13. 
"B es el cohjunto de todos' los enteros cuya d|gerencia es s! iCu^l 
es la intersection de A y B? . . 

Ju4n dijo: "Mi casa ekti en la Calle Oeste a mitad de camino 
entre la de Guillermo y^la de Pepe" . Pedro dijo.: "} Asf esti 
la mfial" iQu^ puedes -concluir con relaci(5n a Juan y PedrO? 
N hombres se sientan en un banco recto.. ^De pu^ntos se puede ^ 

decir, "El se sienta entre dos personas"? 

/ * 

Contesta leja preguntas (a) hasta la (e), utilizando la siguiente 
figura: 



10. 



11 





A*^ "^-7^^ . 

a.' D^escribe la intersecci^n del triSngulo AEF y el rectSpgulo 
ABCD. 

h. Describe la interjecci^n del segmento EF y el rectangulo 
AfiCD. 

Describe la reunion de los segmentos A?, EF, y AE. 
d* Describe la interseccitfn de los segmentos y BC, 
i** e. Describe la reunion del tri^ngulo AEF y el se^ento^AE, 
12. Dado/un grupo de clnco hombres (log sefiores ^Alvarez, Benftez, 
Chjytz, Dfaz y fenrf quez) . a. Del grupo/ iculntos comitSs 
diferentes de 4 miembros se pueden formar?- b. iY de dos Aiiembros? 
c,/ iY de tres? . v . 



ER?C 



6, 



\. f 

13, Dado qve A, B, C estin allrieadQp y que AB - 3 ^ BC.-*10,- ' 
ipodri aer AC - 6? Haz uri dibujo para explicar tu r^puesta. 

14. Indlpa ci^lles d^ los siguientea enunciados son clertos y curies | 
^on f^jj^os. Para aquellos' que seati falsos, da una^^q|ntestacldn 1 



corr6cta. 



a. 



1-13+71 --20^ ' e.* 1-41 - l-li| - -7 

b. ..|.-8-9 I - 17 \ f, 1(3^-6) -^(a^7) I -.|2a+l| 

c. |5a-6^r'- |a| ^ g. ) 7l - 191^5^.2 

d. |9+2| ^ 11 ' ^ h. .1-111 - 1-41 A -7'^ 
15. • „ • ^ / 

^0 S: n -T— 

• Mirando esta escala num^rica, Juai^dl^o: "La longitud de RQ 
es ly-xl". ^famael insistitf en que y-^c nada mis era* tambiSh 
correcto para dar la longitud de RQ, iEstis de acuerdo con 
* Samuel? Explfcalo. ' . / , . 

La primera numeraci^n de los puntos de .la recta de abajo repir;e- 
sdnta £in slstema de c^ordenadas , Dd acuerdo con los postula^os 
>^ y 3, ^cuiles de las otras numeraclones no son slstemks de 
coorden^das? \ * , 



16 



— I- 



1 1 H f- 



I 

1 ». 



-3 -2 .-1 0 1 : "2 .. 3 k 5 6 7 

a. -7 -6 -5' 4 -3 -2 -10 1 2 3 

0 l'-2 3 "+.5 1^ .3.21 0 

c. 11 12 13 Ik 15' 16 ■ 17-\l8 19 20 21 

d. -11 -12 ' -13 -IH -15 -16'-17. -18 -19 -2(% -21 

e. ,-3 • 10.-1 ^ 2 ■ % 5 6 ' 7 



*17 . Consldera los puntos de una recta cuyas coordenadad se deSscriben* 
asf: ' • ' ' 



* 

\ 



^ -e. X - -3 



^ 



. h. |x|iO , , . ■ 

iCuiles de los con juntos anterior es representan rayps? 
> '■ ' . .. . '• ' 

iCu^les representan puntos?; ^rectas?; isegmentos? 



^ > 



\ 
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( : ' ,\ Capltulo 3 * 

REGTJAS, PLANOS Y SEPARACION " 



• O*-!* Rectas y pianos en el espaclo 

^ ^ K ^■ 

En el capltulo anterior, habl^bamos s61o acerca de rectas y 
. de la medida de la distancia. Procederemos ahoi?a al egtudlo de. . 
/los pianos y del espaclo. Recordemos que nuestros t^rminos funda- ' 
mentales no deflnidos son punto .' r.ecta y piano . Toda recta ves un 
cbnjunto de puntos y todo piano ^s un con junto de puntos.' ' 

Pe£inici6n; El conjunto de todos los puntog se llama espaclo . 
En esta secci6n_ explicaremos algunos de los t^rmirjos que vamos 
a.;fiai^ar al hab|ar . acerca de puntos, rectas y. pianos, y enuncia- 
remos algunos principios fundamentales refererites a ellos . La 
mayor parte de estos principios fundamentales se enunciardn como 
postulados; otros como teoremas tan sencillos que serfa razonable 
aceptarlos sin demostraci(5n y llamarlos postulados, pero no Wemos 
esQ. El primero'de los teoremas se demostrard en esta seccidn y 
los dem4s.se demostrardh, a base de> los postulados, en un capttulo 
-posterior. En el presents, siij embargo, no nos preocuparemos mUcho 
por este asunto, en un sentido u o.tro; vamos a dedicarnos slmple- 
mehte a tratar de presenter estos principips fundamentales diiyecta- 
'/ mt*nte tales como son. ' i 

N ■ , ■ ■ ■ ' 

Con^junto de problemas " J- la j ' - 

1. Haz dos marcas en un pedazo de papel, b en la pizarra, para 
represontar los puntos B. ^Gu^^tas Ifneas rectas puedes 
dibujar que pasen por A y B? , ^Qu^ ocurr.e jsi consideras "l£neV 
en un sentido general que nb. sea el dei'"i:ectV"i' / 

2. Coge un trozo duro de tiart6n o tu libr.o. iPodr^s maft tenet lo' eini 
una g8Jdci6n fija si lo iolocas sobre las puhtas de dos Idpiqes? 
iCu^l es el numero mfnimo de Idpices necesario par/sostenerlo 
en esa forma? 
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3. Piensa. que la cubiefta de tu Hbro es parte de un piano. 
^Cu^ntoQ puntos ser^n necesarlos para determinar ese piano?- 

4. ^Cu^ntos extremos tiene urja recta? ^Cu^ntos extremos tiene 



un •segmento 



Def inicl6n ; Los puntos de un conjunto edt^n allneados si hay 
una reota gue los contenga a todos. 

Def tnlcldn ; Los puntos de un conjunto 'ser^n coplanarlos (es- 
tar&n j^xi un piano ) si hay un plane? que los contenga a todo^. 







Pdr ejemplo, en este dibujo de una pir&nide triangular ,\lo 
puntos A, E y B est^n alineados y tambi^n lo est^n A, F y C 
pero no lo est^n A, B y C. Los puntos A, B, C y E esUn en un 
piano y tambi^n est^n en un piano A, Cr, D, F y G, pero, en cambi 
A, B,,C y D no lo est^ln. 

Una de las propiedades que nos interesa tengan los conj 
de juntos llamados rectas, pianos y espacio es que contengan muchos 
punxos*! I^almente, un piano deber^ en alguna forma ser "m^s 
grande** quey una recta y el espaciq deberi s6r "mds grande" que 

cualquier piano. El postulado de la regla garantiza que haya 
muchoa puntos en una «recta; en cuanto a los pianos V/el espacio, 

el siCguiente postulado nos ofrece las pr6ptedacles que deseamos: 

6^ " K 



Postulgdo 2« (d) uTodo yplano contiene por lo 
menos tres puntoa que no estfdn alineados, 

(b) EI espacio contlefne por lo menos cuatno 
puntos que no est^n en un piano. 



3 



Por conveniencia, 
ducimos el postulado 


ya que pronto nos referiremos 

1. . ■ . 

^ : 


a ^1, 1 




Postulado 1 


Dados dos puntos diferentes 


cua- 




lesqaiera, habr^ 


exactamente una recta qu,e los 


con- 




tenga. 







Tegrema 3-1 . Dos rectas ^iferentes se intersecdn a lo sumo 
en un punto. 

La demos traci(5n del teorema se deduce del postulado 1. Es 
imposlble que dos rectas diferentes se corten^en dos puntos dife- 
rentes P y Q, po^que por el postulado 1 h^y solamente una recta 
que tontie^ a P .y .a Q. 



Con.junto de problemas 3- lb 



1. Datos: 1 



^rectds diferentes. 

1^4' . 



5St 



^1 y ^.2- 



Lj^ y L2 sj 

2. El punto 
' 3 . El punto • Q esi 
lQfd& podemos decir de ciert^ acerca de P y Q? 

2, iCu^ntas rectas pueden convener un punto dado? ^Dos puntos 
dados? iTre5 puntos »dadoa cualesquiera? 

3. El diagrama presenta trdfT^ctas diferentes CD, y EF, que, 
est^n parcialmentp ocultas pixr un granero, Si AB y CD se ' 
Intersecan a la izquierda del granero, ^qu^ postulado dice que 
no puedea tambi^n intersecarse a la dqrecha del granero"*? 
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I 



a 



Dibuja un diagrama para ilustrar cada paf't^ de este ejer- 
cicio y justifica tus contestACiones en t^rtdlnos ddl pbstU" 
lado'l. / ' . ^ 

a. ^Cu^ntri^s rect^a^e cpueden trazar .pasando por los mismos 
dos puntos ^fi^ 

iCu^ntas recTlfs se pueden trazar por trfea puntos, tornados 
de dos en dos? '\ ^ ^ 

iCuintas, rectas se pueden trazar que pasen por cuatro 

puntos en* uti piano, tornados de dos^ en dos, si no hay tres 
de los puntoa que est^n alineados? (Sugerencia: Denota 
los rnxntos por A, B, C, 0.) - . 

^Cuintas rebtas habrfa si los puntos A, B y C e^tuvieran 
alineados? |, ^ ^ ' 

c. ^Dibuja un diagr^a ^ra (a) y (b) . 

'•Un punto est^ en una recta'* y "una recta conttene a un "punto" • 

son dos maneras de decir lA*misina cosa. , 
a, Las definiciones de estar alineados y ser coplanarios 

est^n enunciadas en la segunda forma « Enuncia ejtas defi-* 
nicioned de nueVo utili^ando la primera forma. ^ 
h. La primera parte del postulado 5 ^esti enunciada utilizando , 
la apgunda fo^a, Enuncia de nuevo estt^ parte del postulado 
utilizando la primera formd, * / 



*7 . Al Igual que en el. probleraa 6 , el postulado 1 efit^ redactado 
en teina de la8 dos formas, ^Cu^l? , Enuncia de nuevo el pos^u- 
lado 1 en la otravforma. 



y Segdn el postulado 5, un piano contlene por lo menos tres 
purftos. ' iT^ndr4 algunos m^s? ^ No podemos, a b^e de los postulados 
con que contamos, aaegurar que sf los tiene,\ y por eso presentamo8 
el • * 



Postulado 6v' 




dos 


puatos est^n en un piano, 


en- 




tonces la r^cta 


que 


los 


cbntiente est^ en el mispto 


plano. 

















Est^, postulado dice en esenci^ que un piano es llano, esto 

es, que si contlene parte de una recta contiene toda la recta, ' 

Teorema 3-2 . SI una recta interseca a un^ piano que no la con- 

ti/fene, entonces la Interseccidn ser5 un solo punto. 

. \ 

Esto se deduce. del postulada 6 de la misma manera que el 
teorema 3-1 se deduce del postulado 1, 




La figuta nofl'muestra la ut^cta L, que cor t a a un piano E en 
un punto P, Vas a ver tnuchos dlbujos como dste, de flguras en el 
espaclo, ,y aprenderds a dibu)arlad Cu mistno* Deber^e examinarlas 

) ■ . • ■ 



cuid^oBamente p#ra ver c6mo se comportan, Un plano^K se in4ica 
gen^ralmente dibujando un rectfingulo en £> Visto en perspective, 
el rect^nguio se nos. presenta parecido a un paratelogramo , La ^ 
recta L corta al piano E en P. Parte de L est^ punteada. Esta 
es la parte qUe •'no puede^st-^rr^r^, porque' ^e lo Impide la porcidn 
rectangular de E (suptiesta opaca) . (El ap^ndice V explica cdmo 
dlbuj.ar figuras tridimensiohales',) 

Hemos visto que dos purftos determinaiji urta recta. El siguiente 
postuladb especlfica una manera an^loga de determinar un piano, 

Postulado 7. Trea puntos cudlesquiera estan por lo 
menos en un pTano, y tres puntos^cualesquiera no ali- 

neados est^n exactamente en un piano. M^s brevemente, 

trjes puntos cualesquiera son coplanarl^ l^^tres puntos 

cualesquiera no alineados determinan un piano. 

Teorema 3-3 . Dada una recta^ y un punto fuera de ella, hay 
exactamente un piano que loa contiene.a ambos , 




La figUra nos muestra un piano E determinado pOr la recta 
L y el punto P , • , 



' Teoretfta 3-^4 / Dadas dos rectai3 que se cortan, hay exacta- 
. niente un piano que las contiene. • 



La figura nos piuestra las rectas 7 ^2, que se cortan en 

V 

uns punto P. E es el piano que contiene ambas rectas. 
Finalmente, enunciamos otro postulado mds: 



' ' Postulado 8. Si dos pianos diferentes se cortap, 
su intex^ecci6n es una recta. 



\ su interne 
\J~-~ 



1 

' ' Con.lunto de problemak 3-* Ic 

1. ^Cu^ntos pianos pueden contener un/punto dado? ^Dos puntos 
^ dados? iXres? ^ / L 

En un piso lis^ ipo^ quev^a..j/^es cojeara una^ mesa de cuatro 
patas mientras una de tres patas est^ siempre firme? 
Gompleta: Dps rectas diferentes pueden intersecarsri 
en ^" ^ ^ y dos pianos diferentes pueden interse^ 

carse en 



2. 



3. 



5 
6 



^Pbdr^n dos puntos no estar alineados? tres puntos? 

lY cuatro? n puntos? ' ^ ^ 

Recjacta una definicidn cuidadosa de un conjunto de puntos 
no alineados. 

Dado^: 1. Los puntos A", B\|C en el piano E. 

2. Los puntos A, B, C en el piano F. 
l?odv&^ concluir que el piano E es el ralsmo ^ue el piano F? 
Expi£ca\o. 
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Completa los siguientes enunclados a base del diagrama que 
se acompafla: 
a. Los puntos D, C, y 
Los panto's E, F, y 
Los puntos B, 




est^n alineados; 
est^n allneados : 



, y A est^n allneados. 



Los puntos A, B, D, E, F, s*n 




Lu siguiente figura representa un cuerpo rectangular • Ffjate 
^n ella hasta que notes \>ien c6nio se ve en un dibujo ttidi- ' 
raensional. Despu^s, cierra el libro y dlbuja una figura como 
5sta para ti mismo, Practica hasta que est^s satisfecho del 
resultado , ^ 




Despu^a^de terminar el ejercJfcTo anterior^ dibujo una figura 
que represente un cubo , 

Dibuja un.plano E, utilizancL urT^aralelograrno para indicar 
el piano. Dibuja ijn segmeiito que est^ en el piano E. Traza 
una recta que interseque al piano E pero no al segme^to. Osa 
el punteado ^ara representi^r Iq parte de la recta que "oculta" 
el piano. ^ 



\ 



7. 



11 



12 
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c . 
d. 




La f Igujra de la derecha es uha pit^mide 
triangular, o tetraedro. Tiene cuatro 
vertices: A, B, C, D, cada tres de 
los cuales no est^n alineados. 
a. Da una def:|.nici6n para una arista 

de este tetraedro. Usa las Ideas 

del texto como ayuda para dar la 

•defintci(5n. 

iOu^ntas aristas tiene el tetraedro? 
N(5mbralas. 

•.^Hay algunos pares de arista$ que no se intersequen? 

cara as 1^ superficie triangular determinada por 
tres vertices cualesquiera . Hay cuatro caraa: 
ABC, ABD, ACQk BCD, ^Hay algunos parses de Was ^tfu? 
se intersequdi? Explixalo. 
iCu^ntos l>lanos^€iferente^s_(d^ 
nadqjs por tern|is de ,^os puntos indi- 

cados con letra«) hay ec^a pir^mide 
de la derecha? Haz una-^ llsta completsa. 
(D^bes qbtener siete pianos.) 




3-2. Teor emas ^unoiados ai base dg hip6 tests ^ ponclusidn 

i Casi todo teorema es una afirmacidn de que si una \cierta cos*- 
es verdadera, entonees otra cosa es tambj^ verdadera . - Por 
ejemplo, el teorema 3-1 dice'que sl^ Lj^ y L2"'^biMios rectas dife- 
rentes, entonees interseca^a L2 a lo ly^s en un punto*. La^ 

parte aii de un teorema ses Uama la hlp^dtesi^^ . o la informacidn 
d^da,' y la parte entonce^'-fie llama la cionc^ust<jn . - o lo que hay qut 
d emos trar . Asf, podemo^ escrlbir el teore;na 3-1 de la sigqifehte 
manera: ^ 

Tiorema 3^1 . Hiptftesis: L*^' y L2 son dos rectaa dlferentes. 

» Conclusion: L]^ inters^ca a Lo a lo m^s en un . 

punto. v., ' 
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liOS postulados, desde luego, son como jteoremas, excepto que 
no vafl[ a ser demostrados. La mayor parte de ellos se puecien 
poner en la forma si entonces , igual que los teoremas. El 
postulado 1 puede enunciarse asf: • 
^ Hip6Lesis: P y Q son dos puntos diferentes. 
. Conclusion: Hay exactamente una recta que contiene a P y Q. 

Hay ca^os en los que esta forma de hip6tesis-conclusl6o no * 
parece natural o i5til, Por ejemplo, la segunda parte del post^u- 
lado 5, expresada en esta forn\a, nos parece chabacana: 

Hiptftesis: S 3S el espacio , 

/Conclusion; No todos los puntos de S e^t5n en un piano. 
Tales casos, sin embargp, son muy raros , 

No es necesario, desde luego, que\ todos los teoremas seaiuncien 
en la forma hip6tesis-conclusi6n . Debeestar claro, no importa en 
qu^ forma se enuncie el teorema, cu^l de sus partes es la hipOtesis 
y cu^l la conclusi6n. Es muy importante, sin embargo, que podamos 
enunciar un teoreraa en esta forma cuando queramos, porque de lo 
cootrario lo que ocurre probablemente es que no entenderemos exac- 
tamente lo que dice el teorema. /' 

Conjunto de p roblemas 3.-2 ^ 
1. Indica jqu6 parte de cada uno de los siguientes enunciados es 
la hip6tesis y qu6 parte es la coaclusiOn. Si fuese necesario^ 
reddctalos primero en la forma si-entonces . 

a. Si Juan est^ e*rifermo, debe Ir a ver un mOdico, 

b. Agt^da conocer a una persona pelirroja. 

c. Cuatro puntos est^r\ alineados si eat&n en una recta • 

d. Si hago bien mis aslgnaciones , obtendr^ una buena nota. 
► e. Si un conjunto ^ejpuntos estd en un piano, los puntos 

1 son coplEnarios . . * . ♦ 

, f . 4 Dos rectas que se Inter secan determinan Un piano. 
Redacta las sigutentes af irmaciones 'en la fornta condlcional 
(si-entonces): * » 

'.ft' 
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a. Dos rectas diferentes tienen a lo sumb un punto en comdn . 

b. Todo estudlante de geometrfa sabe c6mo sumar enteros. 

c. Cuando llueve , ( f luye . \/ v 

d. Una recta y un punto fuera de la recta est4n contcnidos 
exactamente en un piano. 

e. Una accldSn deshonesta no es ^tica. 

f . Dos rectas paralelas determinan tin piano. 

Empleando las palabras "si" y "entonces", escribe en forma • 
condicional el postulado 1 y el teorema 3-1. Indica en cada 
caso la hipdtesis y la conclusi6n. / 

a. ^Significa el siguiente enunciado lo mismo que el teorema 
3-4? "Dos rectas siempre se intersecan en un punto, y 
hay exactamente un piano que las contiene" . ^Por qu6 ' 
sf o por qu^ no? 

b. Redacta el teorema 3-4 en la forma de "hipdtesis y conclu- 
si6n" . 



3-3, Conjuntos convexos 

De£lnlcl6n : Un conjunto A se llama convexo si para cada dos 
puntos P y Q de A, todo el segmento PQ est^ en A. „ ^ 

Por ejemplo, los tres conj^untos abajo presentados son convexos. 





B 
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Aquf, cada uno de los conjuntos A, B y G consiste en una tegi6n 
del piano. Heraos hecho notar su convexldad dlbujando unos pocos 
Segmentos PQ. Nlnguno de los conjuntos D, E y F, de la flgura 
digulente, es convexo. 






Hem©s hecho notar aquf tambl^n, por qu^ no lo son, dlbujando pares 
de puntos P, Q, para los que el segraento PQ no cae totalmente 
dentro del- conjunto dado . 

Un conjunto convexo puede ser muy extenso. Por ejemplo, dlbuja 
una recta L en un pla'ub E, y sean y H2 JLos> conjuntos que est^n 

a los dos lados de* L, en esta forma: * ^ 



Hi 
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Los dos coijjjuntos Hj^ y H2 se llaman semlplanos o lados de L, 

la recta L se llama una arista de cada uno de^ ellos. (Notar^s 
que L| no est^ en nlnguno de los dos semlplanos; L no est^ a un ^ 
lado de sf ml^ma.) ' * / 

SI dos pufttos P y Q eatdn en el mlsmo semlplano, dlga^os en 
Hj^, entonces el segmento PQ tambl^n est^ en Hj^, y, por^lo tanto, 

no intersfeca a L. 



i 
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_ * 
Asl, pues, es convexo. De la misma manera, ^s* convexo; 

esto se ilustra por medio de los puntos R y S. eh la figura. 

.Notamos, sin embargo, que si T y U son puntos que pertenecen 
a diferentes seraiplaaos, entonces el segmento Ty interseca a L, . ^ 
porque tu no puedes pasar de un lado a otro de L sin cruzar. la ^ 
arista. Expresamos este prineipio diciendo que L separa a de 
H2 en el piano, o que L separa a^L piano en ,dos semiplanos 

\ y ^ 

V 

Todo lo dicho hasta ahora constituye una presentacidn acep- 
table de los principiosj pero no est^ en muy buena forma matemd- 
tica, porque se basa en un postuUdo que hasta ahora ni siquiera 
hemos enunciado. Presfentaremos , pues, el postulado tiecesario y 
luego discutiretfios las def inicioties basadas en ^1. 



Pffstulado 9. (El postulado de separacitfn 'del piano.) 
Se da una recta y, un piano que la contiene. Los puntos 
del piano que no est^ln en la recta forman dos. cOnjuntos 
tales que (1*) cdda uno^de'los conjuntos es convexo y 
(2) >si P est^ en un conjunto y Q en el otroj, entonces el 
segraentb PQ corta a la recta. 



\3- 



Definlclones : Dada una^etta L y un piano E que la t:ontiene, 
los dos conjuntos determinados por el postulado 9 se llamardn 
semlplanos , y L se div& arista de cada uno,de alios, Decimos que 

L sepata a^E en los dos sijnjiplanos , Si dos puntos P y Q d,e E estan 

* . 

en el mismo semiplanO, decimos que caen al m tsmo lado de L; si 
P eat^ en uno de los semiplanos y Q en el otro, caerdn a. lados 
opuestos de L . *^ « ♦ 

Vemos que el postulado de separaci6n del piano dice dos cosas 
acerca de los dos semlplanos en que una recta feepara a ui\,^plano:. 

/(l) Si*'dos ^untdd^l^^aen en el mismo semlplano, entonces q1 
segmenCo entre ^Ho^^fflMe en el mismo semiplano, y, por tanto, 
nunc a corta a la\ i|Mm^. ^ 

(2) 'Si dos pantos caen en semiplanos diferentes entonces el 
segmento entre ellos siempre corta a la recta. 

Si no limi tamos nuestra atencidn ah caso de un solo platfo^ 

■A 

podemos tener much9s semiplanos con la misma arista. 




La figura ilustra cinco de las semiplanos qu^ tienen a L como. 
arista, (El ndmero posible de elllbs es^ tan /grande como queramos,) 
Notar^s que aunque los puntos P y Q caen en Uiferentefi semlplanps, 

* A I. , ' 

no pb^emos dec ir que est^n en lados opuestos \de L. Esto se puede 

decir solamei)'te de puntos como P y R que est^n en un mismo piano 
con L, 
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Un piano separa al espacio, exactamente del mismo modo, en 
do8 conjuntos^ convexos llamados semiespacios . •. 




En la figura", es el semiespacio por encima de E, y H es 
el semiespacio por debajo de E. P y Q est5n en H^, y tambi^n lo 
estA el segmento PQ. P y S estdn en diferentes semiespacios, de 
manera que^el segmento PS corta a E en el punto X. R y S est^n 
en el mismo semiespacio H^, y tambi'^n lo estd el segmento RS. 

Esta. situa'cidn se describe en el siguiente postulado; 



PostuladQ 10 . (Postulado de separaci<5n del espacio.) 
Los puntos del espacio que no est5n en^n piano dado 
forraan do^ conj-untos tales que (1) cada uno de los con- 
juwtos es convexo y (2) si P estd en un conjunto y Q en 
el otro, entonces el .segmento PQ corta al piano. 



Deiiniciones ; Los dos conjunto.s determinados por 'pl postu- 
I'ado 10 se 'llaman semiespacios , y el piano dado sp Hjgma cara de 
cada uno de ellos; ^ • ."^'TtT^ 

y • Notards que mientras una recta es una arista de una inflnidad 
de semiplanos, uij piano es una cara de solamente dos semiespacios, 
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Con junto de probleihaa 3-3 " - 

Al contestar las siguiente^ preguntas, y en las situdciones 
no compr^ndidas en la estructura axiom^tica ya dada, deberis 
atender a tu ln(:ulcl(5n basada en lo que sepas acerca de los pianos 
y del espacio. 

1, Pret)^rate para discutir oralmente las siguientetf' preguntas 
a* ^Es una recta un conjunto convexo? Expltcalo. 
b. ^Es convexo un conjunto que consiste solamente en dos 

puntos? iP.Qr qu^? ^ . 
C. iEs convexo un rayo? 

d. Si le quitamos un punto a una recta, ^formardn los punt 
restantes un conjunto convexo? iPor qu^? 

e. lEa convexp el conjunto de puntos en Id superficie de una* 
-bola? ^Por t[u61 i . ' , ✓-^^ 

f. ^Es convexo el espacio encerrado por una superficie esfd- 
rica? ' . ' . , 

g. iSepara uH punto a un piano?; iy a un espacio?; ly a una 

* recta? . 

h. ^Separa un rayo a un piano? Y una re^ta, ^lo separa? 

un segmento? * 

iPueden dos rectas en un piano separarlo en dos regiones?; 
^en- tres?; ^en cuatro?; .^en cinco? ^ 
j . iEn cuintas partes separd un piano al espacio? ^Cfimo'se 
llaman eqtas partes? 
2; Todo puqto de PQ est^ contenido ^ el 

conjunto ilustrado a la derecha. 
^* iQuiere *«scf /decit que;, el conjuntp es 

convexo? s Explfcalo. ' / Q 

3. iCu^les de .las regiones indicadas por 
los numerales iromanos 'ff0n conJunt;t>^ 
convexos? Justifica tu eldccidn. 
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lEa todo piano un conjunto convexo? Explfcalo. iQud "postu- 
lad.o ea .indispensable en tu explicaci6n? 
Los interiores de las circunf erencias 
'Ay B son cada uno un conjunto convexo. 
'a, iSerA su intersecci6n un conjunto 

convexo? Explfcalo, 
*b. iSerd. 5u reunion. un conjunto 

convexo? Explfcalo, 
Si le qui tamos un pun to a un piano, ^serj convexo el conjunto* 
de los puntos restantes? ^Por qu^? 

Si L es una recta en el piano E, ^ser^ cpnvexo el cop junto de 
todos los puntos de E que 6stdn a un lado de L? 
•Dibuja un cuadrildtero (una figura«con cuatro lados) piano 
cuyo interior sea convexo. Dibuja uno cuyo interior no sea 



convexo 



iSeri convexo el conjunto que cdlftiene todos los puntos de la ^ 

superficie y todos los puntos interiores de una bola? 

lSer& convexo el conjunto de los puntos de una figura que tenga 

la forma de una rosquilla? . ' 

Tepemos doi3.»semiplano9 que est^n cj)ntenidos en un piano. 

Quereraos 5j|pber si su relini6n seri todo el piano cuando 

a. los s^mipianos tienen la misraa arista. (ExplfcalcO 

b. la apista de un semiplano corta a la atistd del otro 
Semiplano exactamente en un punto, (ExplfGalo, usando 
un diagrama si fuese necesario.) 

a. lEn cuintas partes separa a una recta un punto de ella? 
iQu^ nombre le pondrftas a cada una de esas partes? • i 

b. ^ Usando. la terminolqgfa q^e desarrollaste en la parte (a); 

escribe un enunciaVio de separacitfn de la recta anilogo a 
los postulados 9 y 10. ^ * ^ 
iEn qu^ difiere 'un^rayo de una semlrrecta? 



: - • 
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3-3 - 7)1 - ■ ■, 

14 • iPodrdn jam^s tres rectas en un piano separarlo en tres ^ ' 
regiones? en cuatro? Explica &i^pueden separarlo en 
cinco, 8ei9, o siete regiones. 

15, iEn cuintas partes separap al espacio dos pianos que se 
cortan? dos pianos paralelos? 

X6 . iCu^l eg^ el numero mayor de partes en que tres pianos dis- 
tintos pueden separ^tr al espacio? ^Y el menor? ~^ 
*l7 . Redacta ijna explic^ci^n cuidadosa de por qu^ es cierto el 
"siguiente enuuciado: La intersecci6n de dos conj4^ntos 
conVexos cualesquiera, que tienen al menos dos puntos en 
comdn, es un conjun^o conye}^. (Sugerencia; Sean P y Q 
ties puntos cualesquiera de la intersecci6n 
*18. Dibuja cualquier cuerpo geom^tffico limitado por superficies 
planas tal que el conj.unto de puntos del intjerior de la 

f igura no sea convexo . . ' . 

. ' * \ 

♦ * Probiemas de repatso 

J . ' 

1/ Cada uno de tres pianos corta a los otros* ;Podr^n cortarse 

en una rjacta? ^Tendr^n que necesariamente encontrarse los 

tres en una retta? Explfcalo.^ 
2. iCu\5ntos pianos contendr^n a tres punt\3^dado9 A, B y C si 

ninguna recta los contiene? \^ 
v3. Escribe cada una de las stguientes afirmaclones en la forma 

••si-entonces'' : \ 

a. Las. zebrad con manchas puntos son peligrosas. 

b. Los rect^ngulos cuyos fados tienen longitudes iguales 
son cuadrAdos . 

c. Habr^ una fiesta si gana Oklahoma. . / 

d. Un piano queda determlnado po^ dos rectas cualesquiera 
' que se cortan. . . - 

e. Los perros ''cocker" son ciBriflosos. ' ^ \* 

. / 



Y 
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4, Da la ln£ormaci6n que se plkle acerc^^de los postulados del 
capf tulo • , 

iqu6 propledad de cada uno de Iob semiplanos se mencloria. 
en el puatulado de separacidn ddl piano? # 
' . ^Tienen*ia misma propledad los semiespacios del postu- 
lado de separacidn del espacio? ^ 

5. Comenta el siguiente enunciado: 

El t(jpo de la mesa es un piano" , . ( 

I 

. Ylaz una llsta de todas las situaciones que hemos estudiado en 
las que ^se determina un solo piano, ^ * \^ 
7 . Un conjunto es convexo .si, para cad^' p^v de puntos en ^1^, todos 
los puntos del segmento que une los dos piintos eit4n \ 



\ 



8. Dado que el piano E separa al espacio en dos semlespaci<|B 

y S, y que el punto A est^ en R y el punto B est& en S, | 
^tendr^ AB que Intersecar a E? 

9. Lj^ corta al piano E en P pero no est5 ei^E, L2 est5 en el 

piano E pero no contiene al punto P. ^Ser^ poslble que y^ 

se corten? Explfcalo, 
a. Un conjunto de pUntos est^ alirieado si 







' r ■ ' 


Un conjunto de punbos 


es coplanario ei 




iPueden estar alinead 


OS 5 puntos? 




iTendrin que estar al 


ineados 2 puntos? 
A/ 





c 
d 

e. iPueden estaiT allneados n puntos? ^ 

f. ^Tendr^n necesariainente que ser coplanarlos 5 puntos? 
g4 iPue^^n 9er coplanarlos n puntos? 

. s 

f 

4 * 
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11 V 1|08 puntys P'-y Q. en los dos pianos E y F, pianos que 

se cor tan en la recCa AB. ^Serfa correcto aflrmar que P y 
Q estin en AB? Explfcalo* 

12. iSjerd convexa la reunicjn de yn semiplano y u^ rayo- que esti 
en su arista? • ' 



(Sfcpftulo 4 

. • ANGULOS Y TRIANGULOS 

• . ■ > 

4- 1 • Deftniclontes fundamentaXea 

Un angulo es una figura como una de ^stas 




jPara ser cn^s preciso:* 

Def Inlclones , Un 4ngulo es la r€^wwii<5n de dos rayOs- que • 
tienen el mismo origan p ext:t^mo, pero <jue no est^n en la nlisma 
recta, -Los dos ^^ayOs se llaman los Igdos del ^ngulo, y 9u,extremo 
comdn se lla<iia el v^r tlce . 

El ^nguU^-^^e^es^ i*a reuni(5n de AB y AC ^se indica con zBAC, o 
con /CAB, o /sencil lament te ZA si fuera claro rayoa se refiere 

Notat^s quey/feAC puede describlrse" tanibl^^nnfiediante A y dos juntos 
cualesqulera qut est^n en lados diferentes del Mgulo. 

\ ^ B, 
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&n M figura anterior, el zDAE es, el mismo que el JBAC, porque . ■ 
a5 es el mismo aS y A£ es el mismo A(5 / ^ ' 

No tar 5s que un ^ngulo se extiende indef inidamente en dps 
direcciones, porque sus lados son rayos, y no segmentos. La 
f igura siguiente, a la izquierda, deteirmina un dngulo unico> pero 
no es todo el ^nguld; para consegulr todo el ^ngulo^ teneraos que 
^^roiol5^gat^^^,.l^^ segmentos AB'^y Sc hasta lograr los YayoB^iVS y a5*, 



como en^ la figura de la derecha. 




C ^ 




Duflniciones , Si A, B y C son t^es puntos cualesquiera no 

allneados, entonces la reuni6n de los segmeatos AB, BC y AC se 
llama un trldnj^ulo , . ; 




y se indlca con AABC; los piintos A, B y. C ge ll^unan sus vertices , 
y los segmentos AB, BC y AC se ll,aman sus lados ■ Todo tri^ngulo 
determit^ tres. ^ngulos; el AABC determina los ^ngulos zBAC, zABC 
y /ACB, qUe 'llamamps los ^nRulos del AABC. Para abreviar, con 
frecuencia los llamaremos sencillamente zA, zB y ZC, 

Notards que mientras el AABC determina estos tres 5ngulos, no 
los contiene en realidad. Lo mismo qiie una escuela no contiene sus 
graduados, asf un tri^n^j/ljo tio contiene sus propios ^ngulos, porque 
los lados de un tri^nglilo son segmentos, y los lados de un 5ngul)!!|L 
son rayos. Para dibujar los ^ngulos de un tfi^ngulo, tendrfamos 1 
que prplongar los lados del triingulo para^conseguir rayos, en ^ 
'esta forma: ' 
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Generalmente, nada ganamws con esto porque sabemos <3lara- 

menLe curies deben ser los ^hgulos de.un tri^ngulo. 

♦ • 

El Interior de un ingulo consiste eh todos los puntos que est^In 
denU<| del ingulo; y el exterior de un 4pgult) consisCe en todos los 
puntos que est^n fuera,*asf: 

- ■ 1 

Exterior . '^^^^^ \ ^ ^ 

Interior 

—-^.^ " ^ 

Exterior' iB-^^ 



\^ f/ Exterior 



i 

I 



Podemos enUnciar esto con mayor precision como sigue: 

DeEinicLones . Sea /BAG' un ^ngulo que est^ en el platio E. Un 
punto P de E estard en el interior del zBAC si (1) P y B est^n del 
mismo lado de ia recta A(? y tambi^n (2) P y C est^n del mismo lado 
de ia recta AB. El exterior del / BAG, es el conjunto de todos los 
puntos de E que no est^n en el interior y que tampocb est^n en el 
^ngulo- mismo . , ^ ' 

^ebes examinar cuidadosamente lo d'icho para asegurarte de que 
dice realmente lo que queremos que diga. Efa la figura, P est^ en 
'e\ interior* porque P y B est5n del mismo lado de X5 y tambi^n 
/ y G estdn del mismo lado de X?.^Q est^ en el exterior, porque 
Q y G no est^n del mismo lado de AB . R est5 en el exterior, porqUe 
R est^ del "lado indebido" ^ «mbas recta ^15 y t&..i^S est0^ ©1 . 
exterior, porque est^ del ^'lado indebido" de AC. 

Notfarls que definimos el Interior de un dngulo como la inter- 

sec(^i(5n de dos semiplanos. Los ' semlplanos se ven asf: 

■ \ . • •• I 



i 



11 



flA 



B 



A 



] 



Aqu£ uno de Ids semiplanos est^ rayado horizontalmente , el otro 
tiene rayas verticales, y el interior del ZBAC e^t^ rayado de 
ambas maneras . ^ > ' 

El interior de un tri^ngulo Iq cons.tituyen los puntos que^ 
est^n dentrc 



:o del tri^ngulo, a9f: ^ 



Exterior 




Mis precisamente: 

Definiciones > Un punto est^ en el interior de un tri^ngulo 
si» 68t^ en el interior de cada uno de los ingulbs del tri^ngulo, 
JUn J>untp e^t^ en el exterior de un tri5ngulo si est^ en el piano 
del triingulo, >^perQ no es un punto del tri5ngulo o de su interior 

De Ttuevo, Mebes fijarte bien para estar seguro*de que esto 
dice reaJLmente lo que quereraos que diga. 



V 



, CoQ ^ ^bo de problemas A-yl \ 

Compieta esta de^:j[.nicii5n'' de ^ngulo: Un ^ngulo es l a 

^® V ^ que tienen el mismo extremo, pero gue 

no estdn en la misma 



Compieta esta defihicidn de tri^ngulo: Un tri^ngulo es la 
• , de los tres que unen dos a 

J 



dos, tres puntos 



iSon los lados AC y AB del AABC los mismos 
que \os lados del ZA? Explfcalo. 




^Es^Ia reunion de dos de los ^ngulos de un tri^nguio lo mismo 
que el propioVri^ngulo? ^Por qu5? 

^En cu^ntas regWnes separan al piano de un triSngulo los 
^nglilos ^del tri^h^^ulo? 
f Complelta : 
ZP - ZNPS ^ zMPR 




Nombra los ^ngulos. de la tigura. 



4-1 



•8k 



8. iCu^ntos^ ingulos est^n d*ermi-» 



nddos ert * 1q 'f i^ura? Mc5mfir4los . 

* * * 

iCu^ntos ser,^ posible nombtar 
utllizando solamente la letra del 
v^rtice? 

9, Nombra los ^ngulos de la figura, 
)(F£jate en que hay m^s de seie.) 



c 



10, Nombra todos los tri^ngulos de 
la figura. (Ffjate en que hay 
m&B de ocho • ) 



C 





11. a, iQui puntos de la figura 

e^t^n en el interior del 

b. iQu^ J)u;itos est^n en el 
^exterior^ del Z B? 

12. ;EsV^ el v6rticeMe um^ngulo en el interior del 5ngulo?; r 
^en su exterior? Expliicalo, 

13. ^Ser4 el, interior de lyft ingulo un conjunto convexo? el 
exterior? 

14. ^Es un. tri^ngulo un conjunto cony^ko? 

15., ^Ser^ el interior de un ilxi^ngulo un conjunto convexo? 
el exteri^or?* 



9, 
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16 



17 



18 



19 



a. iPodr^ un punto est^r en el exterior de un tri^ngulo, <, 

y tambi^n en <?1 Ititerior de un ^ngulo del tri^nguloV 
Ilustra* tu respuesta." , - 

b. . iPodr^ un punto estar en el exterior de*^n tri^ngulo, 

pero no en el interior de ninguno de los ^ngulos del 

tri^Inguio? l^lustra tu respuesta. 
Se da ei AABC y un punto P. P est^I en e! interior del ZBAC. 
y tambl^n en el interior del zACB. ^QuS puedes decir acerca del- 
punto\P? ... ■ ' , . , • 

Se da el,.\ABC y un punto P. P y A est^n del mismo lado de . 
5t. P y B est^n del mismo lado de AC. "X ^ - ' . 

a. iEst^ P en el interior del zACB? \ \ 

b. ^Est^ P en el interior del A ABC? ' 

Explica cuidadosamente por qu6 es cierto el siguiente enunciado: 
Si una recta m corta dos lados de 
un trl^ngulo ABC en los puntos 
D y E, que no son vertices del ' 
triangulo, entonces |.a recta m 
no corta el tercer lado. (Suge 



A 



rje(ncia\ MuesLra que A y B est^n 
4n el. ml/smo seirtiplano^) 




4- 2 . Obbervaclones acerca de los ^ngulos 

^ Lo que hemos presentado en es te ' capf tulo es la forma mfis sen- 
cilla de la idea de lo que es un ^ngulo. De acuerdo con nuestra" 
definici6n, un dngulo es sencillamenteJ un conjunto que'^^s la 
reuni6n de dos rayos no alineados, ast: . ' • 



Los ingulos, tornados en este sentido, servir^n para Has fines 
* 

de es.te curso. Ms adelante, eiicontrar^s en varias otra's forma s 
la idea de lo .que es un ^ngulo. Explicaremos ahora brevem«nte 

estas otras 'formas sdlo para que no te qonfundas en ca«o de que 

^ 'I 

hayas ofdo hablar de ellas^anteriormente . 

(1) En primer ' lugar, a vegris pensamos en un ,^ngulo como 
obtenido mediatite la rotaci6ri d§ un rayo dfesde una ^posicidn hasta 
otra. ^ En tal caso, un rayo e^' el lado inicial, y el otro ,el- lado 
terminal. Desde ese punto de vista, los dos ^ngulqs dibujados a 



« 0 



contfnuaci6n serfan diferentes, porque las rotaci^nes van en 
direcciones diferentes; ' . 





El primero se llama un ^ngulo positive; la rotacidn es contraria 
a la de las agujas de un reloj , El. segundo es' un dngulo nega- 
tive; la rotacidn es c<jrao la del relo j , 

(2) La gente habla a veces de ^ngulos lianas, como ^ste: 



B 



Aquf se considera que los rayos AB y AC fotrtan Un 4ngulo, a '\ 
pesar de que i/^, B y C est^n alineados . 

(3) Finalmente, a veces* establedemos distinci6n entre Un 
^nWlo corriente y un 5ngulo * c6ncavo tow los mismos rayos como 
ladofe. El arco don dos flechas de la figura intenta sefialar un 
4n^ul/> c6nca^o: 




Estas complicaciones, y varias m^s de la misma clase, no se 
emplear^n en este llbro, porque no har^n falta. Por ejemplo, 
lo9 ^ngulos de un tridngulo jamds son c6ncavos, y tan^oco hay una 
manera razonable para decidir en^qu^ direccidn deberemos pensar . 
que van. No ser4 hasta que lleguemos a la trigonometr£a que estos 
^rigulos exttaftos vendrin a ser necesarios e importances. 



4-3. Medida de ^ngulos " ■ ■ ■ ' . ^ 

Los 4ngulo8 se miden generalraente en grados, utilizando un 
transportador ; Cologando ^ste como en la figura A, con su arista 
sobre la del" semiplano H," podemos leer un gran ndrnero de ^ngulos. 




Figura A , ^ 

« - * ■ 

El numero de grados de un 4ngulo se llama su medldA 

> ^ '• • 

' r grados en el 5ngulo zXAY, • entotices escribimos * 

' "■ j 
m z XAY r .* . »* ^ 



Si ,hay 



r 



h-i * ' 86 - • 

Por ejemplco, en la figura leeremoa que 

■ ^ y 

^ m - 10, . . . * 

w • m ^QAB - 40, , 

p m ^RAB - 75, . ^ » • ' 
• . ^ m /^SAB - 90, . ^ . ' '^V^- 
^ . nt'/^T/\B - 105> . ^ / 

y asf sucesivfimente . Naturaltnente que los rayoQ a,quf dibujados 
\ forman muchos tn^s ^nguLos que los anteriores. Por sustraccidn, 
podemos deducir que " ' ^ - 

' mz QAP - 40. - 10 » 30, • • ^ 

mZ SAR - 90^- 75 = 15, ' ^ * 

y asf sucesiyamente , ✓ 

Puesto que m ZQAB - 40, decimos del ZQAB que es un ingulo de 40°, 
e indicamos su.medida del modo indlcado en la figura que sigue: 




Pero no necesitamos usar el sfmbolo de grado al escribir m Z QAB - AO^ 
porque' segun ^explicamos al, principio , m z QAB significa el nume^ de 
grados del ^ngul^*^: 

Notar^s que en la figura A 'no existe un ^ngulo ZCAB, porque Icrsr^ 
rAyos AiJ y A^ estdn aliheados. Pero notamos que el rayo corresponi 
al numero 180 en la escaTa • numSriqa del transportaddr , y que el 
rayo AB borrespohde al numero' 0. Por lo tanto, podemos hallar 

m ^ CAU escribiendo . . 

mZCAU = 180 - 130, 

« 50. 

De manera an^loga, - ' * . 

' ' ^ raZ CAQ - 180 - 40, 

*- 140. 

Los siguientes postulados meramente resumen los principios que 
hemos venido explicando acerca de ^os transportadores . IlUstramos 
cada uno de ellos^con una figura. * ^ 



^ Rostulado 11 . (El postulado de la medida de ^ngulos.) 
A, cada ^ngulo*/BAC le. corresponde jiin numero real entre » 



erJc \ y# 



By - 



7 



'J -3 



. A 




mZ.BAC = r 



De£inici6n: El numero espec.ificado en el postulado 11 se 
llama la medl^ del ^n^ulo, y se escribe m Z BAG . ^ 



• ■ ' 1 

Postulado U, (El postulado de la construccidn 
del 4ngulo.) Sea AB un tayo de la arista del semi- 
plano"H. Para cada numero r entre 0 y'l80 hay exac- 
tamente un rayo AP, con P en H, tal que mZPAB'*-.r. 




Postulado ' 13. (El postulado de la adici6n de 
^ngulos.) Si D es un' punto en el interior del ZBAC, 
^entonces m / BAG - m z BAD + m Z DAC . ' 




. -So 



J 



) 



.y 



H-3 



i38 - 



Fund^ndonos en esto fue como caicutamos las medidas de ^ngulos 
por sustraccifin, con un transpor tador cuya' arista cafa sobre el 
rayo-AB. (mzDAC - m Z BAG - mZBAD.) 

Dos ^ngulos forman un pat lineal si son como ^stos: 



1 




B 



Es to es : • w 

JDe£lnlcl6h : Si AB y AC son rayos opuestos, y AD es otro 
rayo, ent,onces ZBAD y Z DAC formatrnin par lineal , o tambi^n Be dice 
que son adyacentes, 

De£inici6n : Si la suma de las medidas de dos ^ngulos es 180, 
erttonces decimos que los ^ngulos son su^lementarios , y que cada 
^Vino es el suplemento de^^otro. ^ 
De ah£ el nombre del sigujLente postul^Tdb: 



• Postulado 14 > (El postulado del suplemewto . ) Si 
dos ^ngulos forman 'un par lineal, entonces son suple^: 
ttiefhtarios , ^ ' 
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Con.junto de problemas 4^3 




Utilizando la figura, halla el valor de cada uno de los 
siguientes: 



a . 

c . 
d. 
e . 
f . 



m /_PAB 
m /_EAB 
m /_MAC 
m /_FAE 
m /_aAE 
'm /_MAN 



g. ■ m /_EAD 

h. m ly^^A- m /_QAH 
1. m /'oaf + m / FAE 
J . m ImS, - m /_FAB 
k . m /_HAB - m' /_DAB 
1 . m /^NAE - m /_PlAH 



A medida que practiqties, podrds Ir aprendiendo a estimar con 
bastante precisi6n el tamafio de log ^ngufes sin necesidad de 
utilizar un transportador , No emplees un transpor tador para 
deeldir curies de los dngulos de la figura tienen medidas 
acotadas como se indica a cont inuaci6n : 
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^f^3 ^ • - 90 - 



Aparea los ingulos de la izquierda con las medldae de la 
derecha. v . 



tt. \ ^ m. 15 < X < 35 




n. 70 < X < 90 

\ 



c. /\ ^ p. ^ 80 < X < 100 




d., 1^ \ _ . : • q.' 45 < X < 60 



4 



Empleando solamente una regla, y no un transpor tador , traza 
ii*igulos cuyas medidas sean aproximadainente 30, 150, 45, 60, 
135, 90* Usa tu . transpor tador despu^s para comprobap l4s 
figuras. 

Tonia, sobre la arista de un semiplano, un segraento AB de 
Unas 3 pulgadas de 'largo* En A djEbuja el rayo AC en el semi- 
plano y .que forme el ZBAC de 58"* . En B dlbuja el rayo en 
el i^i smo semiplano y que forme el zABQ de 72**. Jrtide el ^ingulo 
res tan te del tridngulo que formaste^/ \ 
En .la figura, ' --^ 

a * m" / BkF ' + m /_aHF - ? 




10. 



11 



12 



.6 . En la f igura, , 



a 
b 
c 
d 



m z XZK + m z KZR + m Z YZR - mz ?^ 

m'lXZk - mz RZK - mZ , ? 

m'z XZY - mz XZK = mz ?_ 

Si Y, R, K y X est^n alineados, entonce? 
m Z YRZ + mZ ZRX = ? 





En la flgura, AB y CD se cortan for- 
mando cwatro 5ngulos, Usando la A 
medida indicada, halla' a, b "j^ c. 

( 

Determina' el suplemento de cada uno de. los siguientes: 
110°, 90°, 36°, 15.5°, n°, (180 -'n)", (9o'- n)°. 
Si uno de dos 5ngulos suplementarios tiene una medida que© 
30 m&s que la medida del otro, ^cVi^nto mide cada fingulo? * 
Si la medida de un ^ngulo es el doble de la medida de su 
s.uplemeiitp, halla la medida del 5ngulo. 

La medida^e un 5ngul6 es cuatro veces la de su suplemento. 
Halla Ira medida de cada ^ngulo. 

^. Dado un rayo AC que est5 sobre la arista de un semiplano 
H, y un numero r entte 0 y 180, ^^e cu^ntas marieras 
puedes -trazar urTrayo AB en H tal que m ZBAC = r? 
)Por qu^? 

b. Dado un rayo AC en un piano E,"y/un nilmero r entre 0 y 
180 J ^de cu^ntas maneras puedes trazar un rayq^^ en E 
tal. que m z BAG = r? ^Por qu€? 




^ ' Perpendic ularidad. ^ngulos rectos ^ congruencla de fagulos 
< Deflniciones; Si los dos ^ngulos de un par lineal tienen la 
misma medida, entonces cada uno de ellos es un ^ngulo recto . 
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10. 



4-A 



• 1 




/ 



Toda vez que r + r » 180, por 61 postulad| del suplemehtp, 
veraos que on ^n^ulq recto es> un ^nRulo de 90"" , Esta se puede con- 
siderar como' otra definicitfn de un 5nguld recto; 6s equivalente a 
nuestra primera defii>ici6n4 ^ ^ " , . 

^"Es tktW dqfinir la' petpendiculaifidad d^* cualqui^ cembinacitfn 
de rectas, rayos o ^egmentos, a base-d,e ^^ingulos rectos. Al ^pllcar 
las siguientes def inicil9Tie^ recuerda que un rayo o un segmento 
determiija una recta d^ilca qu^ lo contiene, * ^ 

Def lnlcl6n : Dos c£)njmvtfos que se intersecan, cada uno de los 
cuales ^s o bien una necta, ,o un rayo,-o un segmento, son perpgndi -^ 
cu lares si l«as dbs ribctas que los contienen determinan un ^ngiilo 
recto. ^ . • • ^ , ' ^ 

Def lnlcl6n : Si la suma de las medidas de dos ^ngulos ps 90, 
entonces decimos, que los a^gulos son complemetitarlos , y que cada 
uno es el complemento del o<;ro ^ (Corapara esta def ixjicidn ^on la 
de ^nRU los ' st^p 1 emen t ar i o s que ^aparece inmediatamente antes del : 
postulado del suplemento,) 

Un angulo con medida m^ifor^ue 90 se llama agudo, y un ^ngulg 
con medida mayor ^qUe 90 se llama ot)tuso > 



( 
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Deflnlcl6n : Los 5n^los que tienen la misma medida se Hainan* 
4nRuIos conRruentes . ' ' . 

Es decir, el ZBAC y el i^EjQR ser^n congruence's si m Z BAG - mzPQR.' 
En este caso escribimos « * 

ZBAC = ZPQR. 

I 

Notaris que la ecuacl6n m z BAG = m z PQR y la ^ congruencia Z BAG = ZPQR 
son totalmente equivalences : podemos sustituir una por otra siempre 
que queramos . • • 





# « 



Los. siguientes teoremas son de f^cil demostracidn una vez 
recoxdemos claramente el significado de las palabras emple'adas: 

Teorema 4-1 > Si dos ^ngulos son complementarios^ entonces 

<>. 

ambos son agudos . 

^ , . %v 
Teorema 4-2 . Todo^^^ngulo es cohgruente consigo mi&fno, 

4 

Teorema 4^3 . Dos ingulbs rectos cualesquiera* son congruentes 
♦Teorema 4-4 , Si dos &igulos son a la vez* congruentes y suple- 
mentarios, entonces cada uno de ellgs es un 5n 



mlo recto. 



(Sugerencia: Sea r el niSmer^ que es la meflMa de cada uno de los 

el valor de r.) 

^ . ^^ngulos congruentes ^ Son 

congruentes. 



f .En otra forma: „Si (1) 'ZB^zD, (2) ZAyzB son sUlplemen- 

^ tarlos, y (3) ZG yZD son suplementarios , entonces (4) Z AS z C, 
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* DemQS afirmar que zB m /J) entehdemos que 

mZ9 y mzp st)n et^j^mo ndmero r,- tal como en la figura. Toda 



^ez^ que zA y zB son suplemen$5H^rios , sabemos que 



s> 



Ppr .la misma raz6n j > ^ - . . / 



*^.inz A = 180, - niz B =^ 180 - r 



0 



m,zC =. 180"- m ZD = 180 - r . 



tor Ip .tanto,.. m;z A,,== m Z ^C, lo que .significa que zA^zC; 

^ (^0 d^bes pen<§>ar^ como e)i el caso eh ld*figura, que los ^ngulofe 
suplenuentarios, tengan necesariamente que colocarse uno al l$ido ^ 
d^l otro de; manera que sea evidente que sus medidas suman 180^, 

Laosigutjente f igura seirvir^^ tambi^n para ilustrar el teorema. ^ 




.'I 





Al dibuj^jp las figuras para ilustrar teoreinas o problemas, debes 
daxte cuerita de que Id figura del libro no es^ la dnita correcta, 
y debes tratar de que tu figura se^ diferente a la que da el libro. 

'f^orema 4-6 .. Los complementos de ^ngylop congruentes son con- 
gruentes . . 

La^ demos traci^n de este teotema es casi la mitema que la deraos- 
traci(5n anterior, y debe$ tratar de hacerla td mismo/ 

Culindo dos rectas se cor tan, fortnan cuatro ^pgulos , asf: , 
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Los '^ngulps Zl y y3 se llaman opuestos por el vfirtice, y los 

5ngyJ.os z2 y z4 tambi^n se J.laman opuestos por el v^ttice. 

Con mayor precisi6n: ' ^ • ^ 

Def lnlcl6n : Dos ^ngulos son opuestos por el v^rtlce si sus 

lados forinar]^ do s pares de. rayos* opuestos , 
• ^ ■ ■ 

Pafece como que estos pares de ^ngulos opuestos por el v^rtice « 

debi^eran ser cougruentes, y «^se-.a5^ siempre el caso: 

Teprema 4-7 > Los ^ngulba opuestos por el v^rtice „soji ^ongruentes. 




Demos tracldyi : Sabemos que y AE son rayos opuestos, y que AB y 
AD^son rayos opuestos, de manera que Zl y z 2 son ^nguloi|^opues tos 
'por el v6rtice. Entonces, zl y z3 son suplementarios, y Z 2,y z 3 
son suplementarios, Como ^z3 esNlDngruente cotisigo mismo, 'esto 
signif lea que z 1 y z2 tienen suplementos congruentep^..^_Por el * 
teorema 4-5, z L = z2^ que es lo que se querfa demostrar. 

Teorema 4-8 > Si dos rectds que se cortan forman, un 5ngulo ; 

( 

recto, entonces forman cuatro ^ngulos rectos. v 
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Debemos poder efectuar la demostraci6n del teorema 



J 



' ' . Conjunto dte problemas 4-4 

a. ; En un piano, y por un punto de una recta, ^cu^ntas perpen 

dicular^es se 'pueden trazar a la recta? 

b. En el espaclo,,y por un punto, de una recta, i^:u^ntas per- 
pen^diculares se pueden ^razar a la recta? 

. Si OR y osteon > ray OS opu^estos y ON es un rayo tal que 

mzRON * mzSON, ^qu^ puedes decir acerca de ON y RS? Explf- 
calo. ' ^ 

. En el semiplano H, XB y XA son rayos 
opuestos-, mzRXB*= 35 y* mz RXS = 90. 

Nombra un par de* rayos perpendi- 
^culares, s^i es que hay alfeuno en 

la f igura . ^ ' • 

b. Nombra un pfar de ^ngulos comple- ■ 

mentarios, si *es que hay algunos 

en la f igura. 
.c, Nombra un par de ^ngulos opuestos 

pOr el v^rtice, si el^ que hay 

algunos en la f igura. 
d. Nombra dos pares de ^ngulos ^ , 

suplementarios de la f igura . 

.•Para cada dnp de los sfguientes, determlna la xnedi^a Ue 
/ un ^ngulo complemeil^ario^; » ^ . 




d. x° 

e. (90 - x) 



7. 



8.' 



80° 

44 J° f. (180 - x)° ' * ' 

Si dos 5ngulos cqh la misma medida son suplementarios , 
icu51 es la medida de cada uno? 

b. 'Si dos 5ngulos'con la misma medida son complementarios , 

icu&l es la medida de cada uno? * } 
a; Si $ios rectas se cortan, icu5nt9s pares de 5ngulos 
^ opuestos por el »v^rtice se forman? " 

Si -^la^medida de uno de los 5ngulos en'(a) es 70, ^cu^l 
'es la medida de cada uno de los otros? 

c. Si todos los 5ngulos en (a) son corigruentes, icu5l^s 
la medida de cada. uno? 

Si uno de un par de ^Agulos opuestos por '^1 v^rtice tiene 
medida r, escribe las f6rmulas para las .niedidas de los otros 
tres ^ngulos que se forman. 

En el semiplano H, GE y GA son rayos opuestos, ^ 
mz AGB = mTBGC, y 
m z CCD = m Z DGE . ' 
Halla m/BGD. 



9. 
10. 

11, 




Detnuestra el teorema 4-i . 
Demuesti;ja el teorema 4-4. 
V En la tigura del pjj^blema 
opdestos ' ' _ - 

D.emues,t.ica.,'<I««KZAGBx y ZDGE son compTementarios . 



GllG5,y GA y ok son vayoi 
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Es\ el. piano E, las rectas AB, 
M, HQ, t4T,se cortan en 0. 
TM 1 AB". 

DemuesCra que b + g + d -< a. 



.A • 



ci" B 



h 
Hi 



^ 

M 



Si^OA^'^OB y OC son tres rayos diferentes en un piano, nin- 
gUptPoiek^llos opuesto ^a— qtro, indica si las af irmaciones, 

:ai^as y explica por 



iieni 



ia, mZ AOB + m Z BOC = mZ AOC, 
m z AOB + m z BOC + m Z AOC 
-a medida de^un 5ngulo es nueve veces la de su suplemento. 
1^1 es la medida del ^nguio?, , , . 

desarrollo de un\ figura es un dibujo piano que se puede 
)l)lar una o m^s veces para formar la superficie de un cuerpo 
dado (la figura eti cuesti6n) . Abajo aparece un cubo y su 
desarrollo. 











1 \ 

1 









' \ . (las llneas de puntos indican 

dobleees) * 

Usa tu imaginaci6n, tu regla y tu transportador para hacer 
uif desarrollo de cada una de las figuras que aparecen abajo 
Luego rqfcorta tu dibujo, dtfbj^alo por las Ifneas de puntos, . 
,y pega las aristaQ . UQa carttfn o papel grueso para lograr 

to ' . ' ' ' 4 

una figure rfgida. / * 

a« Una pir&nide cuya base es 
un cuadrado de lado 2^' y 

r 

cuyas otras caras son trifingulos 
isdsceles con fingulos de 60 en , 
la base* « 




b,- Un prisma cuyas bases son 
pentfigonos con l>^os de 1 
pulgada y ingulos de 108", 
•y duya altura es' de 2 pul- 
gadas . 



V 



Problemas de rgpaso 
i'Qu5 instrumento se usa para -medir ^ngulos? 
A todo Ingulo corresppnde un ndmero real entre 
•que se llama la mpdida del 5ngulo, 
Ui» ^ngulo con medida menor que 90 eg 



Dos ^ngulos formados por la reunion de dos' rayos opuestos y un 

tercer rayo, los tres con el mismo ex^remo, son un [ 

de ingulos. 

Si la suma de las medidae de dos 5ngulos es 90, entonces cada 

uno se llama un ^ del otro . * 

Un fingulo que tiene una inedida mayor que 90 se llama 

Angulos con la misma medida son ^ 

-Si dos 5ngulos son a la vez congruentes y suplementarios , 
erftonces cada' Uno de ellos es un . ^ 

Los i*iplementos de ingulos congruentes son 



Si dos Angulos son complementarios , entonces cada uno de 
ellos es • 'I 

Un ^nguly es la i de dos ^ que tienen 



y la reunion de los tres 



un extremo coman. 
Si X, Y, Z son tres puntos 
segmentus que d^terminan dos a dos es un ^ 
Uft punto X estari en el Interior del ZRST si los ^puntos 
^ y • caen al mismo lado^de ^,.y si los puntos ^ 
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X y 



caen aj. misrab Tado de 



14. Si la soma de las medidas de dos ^ngulos es . ^, €stos 

se*^llaman complementarios y y si la suma es ' . se 

\ llfunan / 

15. Dos dngulos opufestos formados por dos rectas que' se cortan s 
llaman ^ngulos ^ * * Estos son siempre congruentes . . 

16. AB y AC son rayos opuestps . Los puntos E, F y H estfin al 
mismo lado de Los puntos E y H est^n a lados opuestos d 
Sf. Los puntos' a. y,H est^n al mismo lado de ^ . SI 1 aJ y* 
B^ IBH,. mzFBE - 20. Dibuja la figura y halla: 

d. mZ 'EBA ' b, m z FBH c. m Z EBC 

17. Datos: ^ • 

ra.z BCD « 90 
" . mz BOG - 50 
m Z DCO 25 
. m z DAG - 45 . - * 



m z FBH 
Halla: 

a. mZDOC 

b. mZBCO 

c. mZ DOA 

d . m Z AOB • 
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18. Si uno desdos ^ngulos suplementarios tiene una medida, de ♦ 
5^ m5s que^a m^dida del otro, icu^l es la medida de cada 
^ngulo? ' ^ - k i , 

1$ . ^ La medida de un ^ngulo es cinco veces la de su compleraento. 
Halla la medida d6 cada ^ngulo . 

20. ^En qu^ condicionfes serfin corigru^ritfe^^Tos 5ngulos de un par 



lineal? 



21. iHabr5 un puhto en el piano de un triMigulo tal-que na est6 
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ni en el- exterior til en el intetioir del- tri^ngulo, ni tampoco 
en el interior o el exterior de cualquiera de sus ^ngulos? 

22. iSerfi la tnedida de un ^ngulo, suraada a la medida de un ^ngulo, 
la medida de un 5nguio? Expllcalo. 

23. iPodrfa considerarse ^1 interior de un tri5ngulo cOmo la 
intersecci6n de tres semiplanos? Ilustra con una f igura . 

24. "iCulntos tri^ngulos hay en esta figura? ^ 

B 

25. ^Es m^BAC » m Z BAE? 

26. iEs ZBAC - zBAE? ; 

27. ^Es 2iA^ supleraentario a ZEBC? 

28. iCu^ntos 5ngulos aparecen indi- 
ca^os en el dibujo? 




Figura de los problemas 24-28 



29.y^xplica cuidadosamente por qug es cierto el siguiente enun- 

* ' » -.1 

ciado : ^ " 

^ St una recta m corta a 2 lados de un tri^ngulo ARST en los 
puntos U y V, qlie no son vertices del tri^ngulo, entpnces 
la recta m no corta al tercer lado. 




30. Dado, en la figura: Zx = zy. DeitiiUestra que Zz - ^s . 




^4 



3i. Si se sabe que za -zb, que zx es suplemet>tario -del \/a,' y que 

/.. y es supleitentario del zb, i<en qu^ teorema «o pbstalado ta 
* basar^s para demostrar que zx^zy? - 
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32. El post^lado de la medlda de ^ngulos ImponjB una limitacitfn 
a la medlda dfe ^ngulos * ipu^l es esa limitacidn? 

33. Di si es correcta esta otra redacci6n del postulado de 
co»strucct6n d-el ^ngulo: Dado un rayo XY y un nCimero k^efttre 
0 y 180, hay exactamente un rayo XP tal que m ZPXY - k. ;- 
Explica tu .respuesta. - ^ 

34. Cit^ndolo o enunci^ndolo c<^n precision, di qu€ postulaqo te 
parece el m&s apropiado como ba^e de cada uno de los st'^uientes 
enunciados: • . 



r 



3.5 



o. 



A 



.m 




1 




0 

r + a 



/B 






'f. 


<s 

\ . 


'J 

— 




■ - 


. 180 









/_pkZ - m /^BAG - m /_BAD 

Di si ser5 'siempre^Gier ta la siguiente afinnaci(5n: jsi AB y 
55 



se. cottan en 0, entonces zAOC ZBOD / 



■'J 



• / 
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. Capftulo 5 

CONGRUENCIAS 

5-1. El c oncepto de congruencla » ^ 

En el lenguaje corriente, dirfamos que dos figuras geom^tricas 
son congruentes si tienen exactamente la misma forma y tamaflo. 
Por ejemplo, en la figura de abajo, los tres- tri^ngulos son 
congruentes . • . 






' JiJna mahera de describii: la situaci6n es decir que uno cualquiera ' 
de estos tri^nguios se puede colocar sobre cualquier otro de 
manera que coincida con '^1 exactamente. Asl, para ilustrar lo que' 
entendemos al decir que dos tri^ngulos son congruentes, debembs 
explicar qu6 puntps ban de superponer^se dos-a dos. Por ejemplo, 
para mover eh AABC! sobi'e el * ADFE , • deb^mos colocar A sobre „E, 
B sobre F, y C sobre D. Podembs escribir asf los pares de vertices 

' correspondientes : . 



>.E 



D 



'Para describir la congruencia del primer tri^ngulo y el tercero, 
debemos aparear los vertices asf: 



A ^ G 

B " ^ H. 

C I 
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lC6mo aparearfas los VOTtflces para describir la congru'pnci^ del 
.segundo tri^ngulo con fel terc Jra? 

Un apareamiento c/mo cualquieta ae los descrltos ar;:iba se llama 
una correspondencla uno -a-' uno , Ojt dorrfespondencla blunfyoca , entre 
los vertices de los^os tri^ngulcps • Si el apareamiento funciona--es 
decir^ si los tri^ngulos coinciden alaparear los vertices de la 
manera descrita-'-entonces la cotrespondencia biunlvoca se llama una 
conRruencia entre los dos tri^ngulos. Ppr ejemplo, las correspon- 

denVias que acabamos de preseritar son coi^gru^gias . Por-otra 

parte, si fe«cribimos . ^ 

A ^ F ^ 

^ • -i 

esto nos da una correspbndeniia biunfvoca, pero rjo nos da una 
cOngruencia, porque los tri^hgulos primero y segundo no se pueden 
hacer coincidir mediante este apareamiento particuj.ar, 

Todavfa podembs escribir m^s tbrevemente e^tas correspondencias . 

For ejeipplo, »la correspondencla ^ • , 

* ■ ' .1 

A— E ^ 'I 
. . . ^ ^ ^ i . 

que ofreciin,os como primer ejemplo, puede escribirse en una~ sola • 

' Ifnea asf : ' ' 

■ ABC ^EFD , , ■ 

^quf' debe sobrentender§e que la primera letra de la izquierda 

c(>jr4refsponde a la primera letra de la derecha, la segunda corr,ei?ponde 

a la segunda, y la tercera a la tercera, asf: 

I ABC EFD 



vTomemoS otro ejemp^iJ-m4s 





Estas dos figuras tienen la mi sma forma- y tamafto . Para mostrar 
ftCfimo la una puede colpcarse sobre la otra, debemos aparear lbs 
vertices as-f : " . . ' 



H 



C ■»— ► F • . 

D E . ^ 

\ 

Estas dos figuras son congruentes, pOrque la correspondenciai , 
descritra eg una congruencia, esto es; las figuras se pueden haper 
c<jincidir— si los vertices se dparean.en la fo^a dada. Abreviada- 
mente, esta congruencia se puede escribiren una sola Ifnea asf: 



"N. ABCD •♦-♦^ HGFE 
Lmpatta el oi 



Notaris que ^0 impdtta el orden en que escribimos las pare j as de 
puntos. Pudimos haber escrito nuestra Idsta de parejas asf: 

, D E . ' ■ 

. ' B G ' ' 

Q — F •' 
' •• ' - H . ^ 

y pudimos tambi^n halter descrito nuestra correspondencia bilunfvoda 
en una sola Ifnea asf: ' • 

DBCA ^ EGFH' 

Todo lo que importa es saber qu^ punto se aparea con cu^l otro* 



'Es li 
raiodp . 



osible ^que dos flguras sean .congru6ntes de m^s de un 
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Aquf la correspondencia ' - * 

^ ABC^i ^ FDE * ^ 

es una congrueticla , y ,1a correspondencia 

ABC^-^ FED 

es una congruencia diferente entre las mismas dos f iguras . 

Dbviamente, el AABC coincide cohsigo mismo . Si convenimos 

en aparear cada v^rtice consi^o mismo, tendremos la congruencia 

ABC « ►ABC / . , 

Esta se llama la congi^uencia idgnticg . Hay, sin embargo /'otra 

manera de aparear los vertices de -este tri^ngulo. * Podemos emplear 
la correspondencia 

. ,. , ^ ABC 4 — ^ ACB. 

Mediante ^^.ta correspondencia, la figura*se hace coincidir con 
ella misiyia, pefo se intercambian lo'fe v^rtice^ B y.C. Esto no es 
{>osi,Me/en manera ^Iguna para todos los tri^ngulc\«; y funciona 
solamente cuando dos ladOs del 'tri^ngulo pot lo menos tienen la misma 
longitud/ 

. ' ConjunlLo de ^roblemas 5-1 

En los problemas de esta secci6n, no hay trucos 6n el ruodo,. de 
dibujar las f iguras. Es decir, las^ correspondencias que p^recen 
ser congritencias , al raedir las f iguras con cierto cuidado, se 
*supone que son congruencias. En estd secci6n no estfqmos tratan^o 
de demostrar cosa alguna • Estamos meramente tratai),do de aprender , 



. • • - ^07 - • •• ^ 5-1 

d'e manera Intulftiva lo que aignifica una congruencia. 
I t A continuaci<5rt aparecen seis figuras. _ EscrlTbe tantas^on- 
gruencj-as^como puedgjs determinar entre esasSy^uras. (No 
guen^s la congruencia id^ntica entre una figurl y^ella 
^misma, per o reefer da que hay una congruencia difer^nte de 
lii"-ld^ntica entreVn tridngulo que tiene dos lados congruences ^ 
• y 61>mismo'.) ' Deber^s encontrar seis congruencias en total. 
/. • (Una congruencia es dIiF *— »• SUT.) 




Contesta' como en el problema 1: 




Contesta como en el problema 1: 

G 
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4: 



z 



A- 
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•7. El tri^ngulo ABC es equil^eero; es depif, AB = AC = EC 



8. 




Para ese tri^ngulo, escribe todas las congruencias " 
posibles entre el tri^ngulo y 61 migmo, empezando con Xa 
congruencia id^ntica ABC ABC, (Deber^s consegutr m&s 
de; cuatro congruencias.). ^ 
Escribe todas las congruencias de un cuadrado consigo mismo, • 
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c 
e 

f 



Si, dos figuras son cada una de ellas congruente » una 
^tercera, isexin congruentes ehtre s£? 
^Es una figura congri^ente consigo misma? 
^Puede un tri^ngulo ser congruente a un cuadrado? 
^Son congruentes la§ caras superior e inferior de wh cUbo? 
^Son .congruentes dos caras adyacentes de un cubo? 
^Son congruentes las caras superior e inferior de un^ 
h.ioque rectangular, tal como un ladrillo? 
itori congruentes dos caras adyacent»s de un ladrillo? 



SelEccijpna los pares de figuras congruentes 




a. 




g 



Escribe las cuatro congruenoias de ^esta figura consigo misma. 



r 



Sup^te que A, B,.C son tres puntos 0e. una recta, segdn la 




figura, y que AB * EC 



B 



a/ Describe un movimiento de la'recta qUe lleve A donde eStaba B. 
En cuanto a B, ^habr^ ido , necesariamente donde estaba G?' 
-b. -Describe un movimiento de la recta que intercambie A y G ^'^ 



'j-i. ■ • * ■ - 112 - . 

13, iEn qu& condicion^s podr^n ^:oincidir los siguientes pares.de 
f iguras movieudo una de ellas en el espacio sin alterar su 
forma y tamdflo? (Se entiende que este movimiento se efectda 
•en fpmui'abstracta, ert la mente. Una' fi gut a se puede mover 

r hasta otra de manera que un cuerpo pweda super poner sol^re 

otro de la misraa forma y tamaflo, Por ejemplo, un segmento' se 
podrd mover para que coincida con otro si ambbs tienen el 
mismo largo, Una bola se podrf mover para que coincida con 
Qtra si sus radios son de la misma longitud.) ^ 
. a,.' Dos segirtentos, 
b* ^ Dos . ^r^g^los , 

c . Dos rayos < * . * ' ' 

d. Dos circunf^rencias , N ' 

e. Dos cubos . ; 

r. Dos pantos. ' . ^ ^ 

g, Dos recta's , ' ^ ■ ' \ 

14, Se da una circunf erencia con tres puntos A, B, C, segtih 
apai^eceri'en la figura, y con &1 arco de ^ a B d^rl, mismo largo 
^ue el' airto de B a C. . . 
■ .. ... B 

VA 




a. Explica c6mb^puede moverse la circunf erencia para ^e A 
vaya donde ahora est^ B y B donde est^^C. 

b, Explica c<Jmo s6 puede mo)j^r la circuttfqrencia. dejando fijo 
^- •'a B, per,o intercambiando A y C. — ^ 

15 . Suponte que el friso ornamental de la figura se ^extiende Indef i- 
• nidamante en ainbas dir^ccione&, a la manera de una recta • 



\ 

•Jo 



o ■ , i S ti 
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a . 



b. 



Despribe dos tipos diferentes de movimieritos que den 
congruenci^s del £riso cpnsigo mismo, iCu^ivtafs de 
As^s congruencias hay en total? 
Haz lo.ir\ismo con este otro'^^tL^s 



ISO , 



1 



^6 



^Cudles de las siguientes figuras pueden coincidir con otras? 
Para tada par de ellas, explica qu^ movimientos (darle vuelta 
^en el espacio'a una de .las figuras, o deslizarla y girarl^ en 
, el piano) son necesarios para qu^ todas sus partes se ajusten 
per f ectamente . 



7 



b. 



p. 



17 . 1 La flgura c}e abajo es una estrella de^cinco puntas. 




E D 

Escrifbe todas las congruenciap que admite la estrella cpnsigo mism 
Pard ahorrar tietnpo y papel, convengamos en que se ha desert to 
suf icientemente bien una congruqncia si decimos a d6nde suponemos 
que va cada uno de Xbs puntos A, B, C, D, E, de la estrella • ^ Pdr 
ejemplo/ una de las congruencias que buscamos es ABCDE ^ — ► BCI^A, 
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5-'2, ConKruginclas de tri^nKulos 

En la seccidn anterior, explicamos la idea fundamental de . 
lo que una congruencia. ' V^amos ahora algunas definiciones 
matem^ticas con objeto de que podamos hablar acerca de la congruencia 
con precfsi6n; er^ ,t6rininos de distancia y medlda- angular, en vez de 
tener que hablar /en forma m&s bur,da de cosas que coinciden unas con 
otras . . •* 

En el caso de 4ngulos y segmentos, es f^cil expresar exacta- 
mente lo que quereiqos decir: ' . , 

Definiciones . Dos 5ngulos son congruentes si tienen la miSma ' 
medida. Dos Segmentos son congruentes si tienen la misma longitud. 
La *primera definicidn simplemente repite la dada en la seccidrt 4-4, 

Al igual que el teorema 4-2 para ^ngulos, tenemos un teorema 
para segmentos: • " - *■ 

TeoreAa 5- 1 . Todo segmento es cbngruente cons'igo mismo. 

A'veces nos referimos a estos dos teoremaa coma los teoremas 
de congruencia Ld^ntica . ' - 

Al igual que* se indict la congruencia^ de zA y zB es'cribiendo 
zA ,af ^B, tambi^n podemos escribir ^^J^, 

para indicar que los segmentos AB y CD son congruentes. En la 
tabla siguiente, se pueden usar indistintairtcnte , bien la ecuacidn 
de la izquierda o la congruencia de la derecha de cada Ifnea: 
1. mz A - mz B ' , 1 . A 5^ ZB 

2'.- AB - CD ^ ' 2. ^AB C5 

Cada una de las ecuaciones de la izquierda es una ecua^ldn ent're 
mdmeros. La primera dice que mzA y mzB son exactame^te el 
mismo nClmero . La segunda dice que la distancia AB y la distanqia 
CD son exactamente el mismo nilmero. . - 

Cada una de las congruencias ^e la dprechd es una conj^uencia 
,^^tre figurau geotiygtricas- . No ^sciibiremos - entre dos f i^uras 

I J9 . • * 
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geom^trlcas a .menos ique quejratnos decir que las figuras son exacta- 
mente una misma, y esas ocaslones ser5n muy raras. Un 6jetnplo 
tal serlar • ' 'v 



-7 




Aqu£ es correct© decir que 



ZBAC - ZEAD, 



l^orque / BAG y zEAD son,.^o solamente congruentes, sino que son 
exactamente el mismo ^t^glo . J)e manerd andloga, AB y BA son 
siempre exactamente el mismo segmento, ,y por eso es correcto 
escrtblr AB - BA. 
V Considera ahora una correspond^ncia 

ABg; t)EF 

entre los vertices de los dos tri^ngulo-s AABC yADEF. 

\ • 





Esto automiticameinte nos da una correspondencla entre losNlado 



los triinguloij,, a saber:' 



)S de 



AB 
AC 
BC 



DE 
DF 
EF 



y nos da una correspondencla entire los ^ngulos de los dos tri^ngulos, 
como sigue: ^ 

K. I A ZD 

'■^ . /. B / E 
Z C — F 
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Podemos ahoVa ^enui)ciar la definicidn de una congn!»en,cia entre 
dos tri^ngulos . - • 

Deflnlclgn. Sea ABC-^ DEF una coi^spond^ncia entre los 
vertices de dos tri^ngulos". Si' los pares de lados correspendientes 
son congruentes, y los pares de ^ngulos correspondientes son ' • 
congruentes, entonces la correspondencia ABC-*^ DEF es una ~^ 
congruencla en^ra los trl^ftRulos . ^ . • . 

Deber^s leer esa definici^n no menos de dos vepes, con gran 
cuidado, para aseguraKte de que dice lo que' una definici6n de la 
idea de una feongruencia entire tri^ngulos debe decir. .. 

Hay una taquigraffa para escribir congruencias de tri^ngulos. 
Cuando escribimos- " ' ' ' ^ 

ZA = ZD, ^ 

•eato significa que los dos ^ngulos, zA y zD, son congruentes. " 
(Es decir, mZA - mZD..) De modo an^logo, cuapdo esc'ribimoS » 

A ABC 3f A DfiF; ' . . 

esto significa que la correspondencia' • 

ABC DEF 

es una congruencia. Notar^s que 6sta es una taquigraffa muy efi- ' 
ciente: una simple expresidn como AABC * ADEF nos dice a la vez 
seis cosas; veamos, 

AB = DF.' ■ H - T5E • 

> , < 

AC - DP JC W 

, DC - EI-' 15? - ■BF . • ' 

mZC - mZK ' ^IC - ^IF 

En cadd una de egtas seis JLfneas, las ecuaciones de la izquierda 
significan lo mismo que las congruencias de la derecha y podemos 
escoget una u otra nptajj^dn en cualqyier momento^ segdn nos convenga 



. • f . ■ ■ ■■ •• ■ ■ 

• ■ '■ V 

Generalmente ascribii^eijios AB«- DE, en vez de "Xb - DE, pot la • 
aencllla ra2(5n de que es m^s^f^cll de escribir. For la misma 
/ra26n, corrientemente escribiremos ZA- ZD en vez de mzA - mZD, 
A vfeces conviene indicar gr^ficamente una congruencia marcando 
los lados V ^ngulos cdtrespondlentes de esta manera: . 





AABC .= ADEF 



^ Tambi^n podemos usar este m^todo para indicar que ciJfertas partes 
cbrrespondientes de dos figures son congruentes, sepamos o no 
c<5mo son las otras partes. 




Las marcas en- la figura indican que (1) AB - DE, (2) AC - DF 

y (3) mz A - mZ D. . , ^ 

Pregunta: ^Serfa correoto escribir ' 'AB 2! DE, o zA -ZD?: 

\ w 

iPor qu^ sf o por qu6 no? i 

f Parece clari!^ en la anterior figura, que las congruertcias 
sefialadas bastan para garantizar que la correspondencia ABC DEF 
es una congruencia.; 0 sea, si estos tres pares de partes correspon 
dientes son congruentes, los tri^ngulos tambi^n tendr^n que ser ' 
congruentes. De hecho, esto es lo que dica el postulado bialco 
de la congruencia, que se enunqiar^i en la secci(5i^ 5-3. 



/ 
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1. 
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Con.lunto de problero^s 5-2 





AABF * AMRQ. Completa la/siguiente lista diciendo c(5mo se 
deberi llenar los espacios en bianco. 



ZA - ZM. 
ZB = . 

ZF - . / 



70? = 
TT5 = 



AB - 



M-Q 



2. 
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AABR* AFBR. Haz una lista de los seis pares de partes 
/* correspondientes congruentes de 6stos dos trifingulos. 

3. AMRK ^ aFHW. Haz/unft lista de los seis pares de partes 
correspondientes/ coJgruentes de estos tri^ngulos, (No es 
necesario contar con pna figura, p^po puedes hacer una si 

'quieres .) 

4. aRQF * AABX./ Escribe los seis- pates de partes correspondientes' 
\ congruentes /de estos tri^ngulos. No hagas uso de una figura* 

5. AAZW * ABZW. Escribe los seis pares de partes correspondientes 
cotigruen^^s de estos triingulos • 



6. 



7. 



8. 



9. 
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Tenemos ahora una Usta de lo$ seitf par^s de partes correspon- 
"dlentes de dos trifingulo'p congruentes. Escribe, en los 
espaclos en bianco de atjpjo, los 4os tri^ngulos que s^ adaptan 
a ^la info^irtacidn. l! , Xll^ 



W ? in? 



z w = z p • ' • ■ 

Si AABC = AXYZ y ADEF - AXYZ, ^qug se puede decir respecto 
«de la relacl6n que hay entre el AABC y el ADEF? Enuncia un 
teorema que generalice esta situaci6n. , , 

- i ^ ■ ' . ■ ■ 

2^ pulgadas 



a 



A 




3,»,pulgadas 



Utilizando regla y tt^nspor tador , dibuja un tri^ngulo 

ABC eh el que AB tenga 3 pulgadas de largo, BC tenga ^ 

2 pulgadas de largo y el ingulo B sea de 50''. Compara/ 
tu tri^ngulo con los de otros miembros de la clas.e. 
Dibuja el aABC en el cual AC? tenga 3 pulgadas de largo, . 
BC tenga 4 pulgadas de largo y el ^ngulo C tenga lO"" . 
Compara trifingulos. \ 
Dibuja el AABC que tenga AB de 3 pulgadas de largo, BC de 
2 pulgadas de largo y *el zlS* del* tamafio que te plazca. 
Compara tri^ngulos. 

Si estos tres ejerciclos te (ian una idea en relaci6n con la 
congruencia entre dbs tri^ngulos, trata de eltunciar o 
escrioir esa idea para ef caso general 

Se sabe que el AABC el ADEF no se coirtan, y que X es uh 
punto entre B y C* Indica cu^l de los sfmboloe-, ^ corresponde 
colocar en cada uno de los espacibs en bianco para que las 
expresioifies tengan sentido y sean posiblemente ciertas, 
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3. 



Y. 
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• 1 



ADEF 



nv ^ A m £ D 

m W . 

BC 



Z B . 
m Z ABX 



ZABC , 
\n '/L EDF 



b. iCu^les de Xos espacios eri bianco se pudierdn haber^ 
•llenado con cualquiera de los signos «» o ' 

c. Si AB hubiera sido el mismo segmento que DE, pero C fuera 
un punto diferente de F, ^cu^l de los'blancos pudo haberse 
llenado con « que de otra manera se debi6 haber llenado 
con « ? 



5-3, El pogtulado' fundamental de la congruencla a ^ 

. Para llegar a conocer plenaipente la congruencia de trijSngulos, 
necesj-tamos un nuevo postulado. Las abreviaturas en' el tftulo.de- 
este postulado, L.A.L., quieren defcir lado-5ngulo-lado . 



Postulado 15. (El postulado L.A.L.) Sea G una • 
correspondencia entre dos tri^ngulos (o la de un tri^n- 
gulo conslgo mismo) . Si do? lados y el ^ngulo comprendido 
del primer tri^ngulo son congruences' a las partes correspon- 
dientes del segurtdo tri^ngulo, entonces la porrespondencia 
G es una congru«ncia. 




Para ilustrarlo, repetimos una figura ya conocida . 

B E 
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El *p08tulado ^Ignifiqa que si 



AC - DF, 



5-3 



. ^ , ZA - zIX,' 

segdn se .indica en la figura, entonces 

. . AABC - ADEF; \ ' ' 

esto es, la corrApondencia ABC DEF es una congyuencia;' 

Es muy Importante notar que en el pos tulado L.A.L. , el iingulo 
dado' es el ingulo comprendido entre loa dos lados dados, asf: 











H 






Env estas condit:i6hes , el postulado L.A.L, dica/que la correspon- 
dencia ABC "^^^ DEF es una congruencia. SI s^ipi^ramos solamente . que 
alRi3n ^g^lo y algiln par de lados del pricier fcridngulo son . 
congruentes a las partes correjspondientes del segundo trifingulo, 
entonces no llegarfamos necesariamente a 4a conclusion de que la \ 
correspondencia sea una congruencia. For ejemplo, considera la 
figura: ' 
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Ea ella, AB - DE, ZA«^D, BC -? EF ♦ Notar^s gue ZA y Z D no est^n 
comprendidos entre (o. sea, no es^n f^mf^dos por) los pares de 
lados congruentes, Csta coirrespondencia no es', en verdad, una 
congruencia, .porque aparea A% con DF, ZB con ZE, y ZC conZF/ 
Como ^stas no son congruencias , no se satisface la definicidn 'de 
congruencia triiftgulpa. 



5-4. Redaccl(5n de tus proplas demostraelones • . 

A estas alturas, ya cuentas con siificiente irifotmacidn funda- • 
mental pard que puedas redactar verdaderag demo^tracionps geom6- 
tricas por ti mismo. ahora en adelante, el redactar tus propias 

demostraelones ser^i una pa^^e muy importante de tu trabajo, Jj^ lo 
m^s probable, es que te agrade muchd mds que leer la s demos jtraciones 
que escribierori otros. . ' 

Veamos un par de ejemplos para indicarte qu6 s« hate para • 
encontrar una demos traci6n y luego redactar la* , 

Ejemplo \, Si dos segmentos se bisecan, los segmentos que ur^en los 
extremos de los segmentQs dados son congruentes. 
Da to: AR y. BH se bisecan en F. 
•^Qemostrar: AB 3i RH 




B 

Al yempezar a trabajar en un priJblema como 6ste, deber^s 
primero dibujar una figura'y ponerle letras, usando una mayusciila 
para cada v^rtice. Entonces, enuncia la Jt^ipdtesiS y la conclusion 
en tfirminos de las letras de la figura* 

Luego, se. divide la p^gina^n dos columnas, como se ilustra 
mis adelante, y se escriben sus encabezamientos , k; ||^rniacipnes y 
Razones ♦ ' ^ 



^Todo'esto de nada nos va a servir a menos que se nos ocurra 
, una demos tracidn para redactarla. 

• Como nuestra finalidad es demostrar que dos segmentos son 
co^gruentes, dfebemos recordar lo que sabemos acerca^de segmentos 
congruentes. .Mirando hacia atr^s, encontramos la defii^cifin de ' 
segmentps congruentes*, la de tri^n^los congruentes y el postulado - 
L.A.L. 'Estas son las atmas de nuestro arsenal, referentes a 
segmentos congruentes, y en este momentb la busquedaes breve, 
porque nuestro arsenal es pequefio. 

Para aplicar el pbstulado, tenemos que establecer una correspon- 
dencia entre dos tri^ngulos , de manera'que dos ladog y el dngulo 
comprendido del primer tri^ngulo sean congruences a j^s partes 
correspondientes del segundo tri^ngulo,. Por la figura, parece que 
esta cOrre^pondencia debiera ser 

AFB-»— RFH: 

Dos de los pares de lados son congruentes, porque a base de* la 
informaci6n dada y de la deflnicidn de bisecar, tenemps que 

AF = RF BF =,HF. 

iX qu^ hay de z AFB y,zRFH, loWngulos comprendidos? Tambi^n 
necesitamos saber que son congruentes. Y" lo son^^ porque son 
.^ngulos opuestos '^or el V^rtice. ~I»or lo tanto, por . el postulado 
L.A.L. , nuestra correspondencia ^s congruencia. Los lados 
AB y RH son lados correspondientes, y, por lo tanto, sort congruentes 
Esto eyS lo qiie querfamos demostrar. \ 

Escrita ahora en la forma de doble columna, nuestra demostra- 

ci6n se veria apf: \ " 
Dato: AR y BH s§ bisecan eh F. 

Demostrar: AB-= RH * a'^t — ■■ \ 




1 



ERIC 



\ 

\ 



Afirmaciones . 



i Razones 



•1. AF 



2 
3 

A. 

5, 



BF 



RF 
HF 



ZAFB = ZRFH 
^^AFG = A RFH 



1 
2 
3 



4 

5. 



— r 

*IjJef inicidn de bisecar ' 
Definicl6n de bisecar 

Los ^ngulos opuestos 
por el v^rtic'te son 
congruentes, 

Pbstulado L,A,L, ' ^ 

Def inicidn'de congtueru:ia 
de tridngulos 



Eeto -es^meramente una rauestra de c6mo podrfas presentar tu 
trabiijo. Hay un Ifmite en relaci6n con la uniformidad que se*^ 
pretende en la formd de lo que debe ser una demos traci<5n , Por 
ejemplo, en esta demo.straci6n hemos indicqdo congruecicias de 
segmentos escribiendo AF = RF y BF = HF, etc. • Pudimos igualmente 
haber escritg^AF = RF, BF^ HF, 6tc., porque en cada caso la 
congruencia de segmentoV y la ecuacidn entre /las distancias sign!- 
fican lo mismo. 

Al redactar demos traciones liay solamente dos cosas verdadera-, 
rtiente importantes. La primera consiste en que'escribas lo que en 
realidad quieras ^decir^ la segunda en que lo que quieras decir 
sea una eKpIicati6h l($gica y completa de por qu6 es cierto el 
^teorema. ' ^ ^ \ ' - ^ 

Puesto sque ya debes tener idfea de c6mo\se procede, ofrecemos 
un segundo ejemplo, en forma incompleta^ Tu problema ser^ 
'llenar los espacios en blancp de manera que Idgres una demostra- 
ci«5n/' \. 

Ejemplo 2 . H 
Datos: AH « ^ , • 

HB hiseca ZAHB^ 

•4 

Demostrar: zA ^ zF 




1. 

2, 



— r 
AH «' FH 



3. HB ^ HB 
A. • 

5. ^A^ZF 



i . Dato ' ' ■ 

2. Defirvici6n' de la bisectriz 
de un ^ngulo * 

3. Todo segments es cbngruente 
-consigo mismo . 

4. 

5. 



' . Un error frecuente al redactar demos^jraciones es que el alumno 
iU£one ser ciertQ precisamente aquello que esta tratan'do de demostrar 
que lo es. Otro error porriente es ofrecer como una razdn en su 
demostracidn un teorema que es. en realldad una consecuencla def 
princlpio -que.estd ^tratando de demostrar. Ese tipo de" razonamientp 
cpnstituye Ip que llamamos Qn ^frculo vicioso y no tiene valor 
alguno cdmt) argumento l6giQo. i • ^ 

Un ejemplo particularmente desacertado de cfrculo vicioso es' 
el que -,utiliza el teorema que se va-a demostrar como una ra?;6h. en 
una de las etapas de \a "demostracl6n" 



Con junto de problemas. 5-4 , ^ 

(Notar 0n^algunos, de los siguientes problemas hacemos uso de un 
cuadrado... Un cuadrado ABCD es una figura plana que es la reunion 
de cuatl^ljj^entos congruentes AB, BC,'CD, DA tales que 
/ABC; Z BCD, ZCDA, y ^DAB sean^^ngulos rectos. El ctfadrado se 
discutfiril en un capftulo posterior del\>exto.) 

I> ■ * \ 

1. . En cada par tri^ngulos, y si l^s marca^ semejantes indican 
partes' congruentes, ^qu^ tridngulos se puede demostrar que 
son con&ruentes ^n virtud del po«tulado LiiA.L.? . 
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En la flgyra, sabemos que AE corta 
a BD en C, y que AC DC y BC - EC 
Pruebd (es decir ^ demuestra) que 
2lB » ZE. Copia la siguiente • 
deraOetrajeltfi;!' supliendo las razones 
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que f 



A'£lnnaclone3 



Razones 



1. AC - CD . 

2, BC ^ EC 

3t ZACB - Z DCE 

4. AACB = aDCE 



5. ZB - ZE 



, Suponte que en esta tigura 
RB-HB,Zx-Zy Be^ 

el punto medio de, AF . Prueba 

que » zH . . 



1, 
2', 

3, 
4, 



Dato 



Los -^ngulos 
congrudntes. 



son 



• (Notar^s 

que la tercera afirmacidn 
s(e refiere a ^ngulos-y * 
esta cuarta afirmacidn a 
tri^ngulos, asf que la 
raz6n para este paso debe 
referirse a tri^ngu^los •) . 

Partes correspondientes 
de tri^ngulos congruentes 
son . 




Copia y completa la demostracl6n siguiente; 
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Af irmaciones 



Ra zones 



5. 



1. RB,-HB 

2. zx » zy 

3. 



4. 
5. 



1. 



4. a. Si ABCD • es un cuadtado y R es el 
pUjOCo medrcf de Afi,' demue6tr« que 
Re ".RP. (Fijate,-^ la nota, que 
precede el problema 1.) 
b. iO^^ pares de* ^ngulos agudos 
congruentes^ a4>arecen en la 
. figura? Prueba tu respuesta. 



En e^a figura , AB-FH^mzx-mzg. 
Muestra que mz A » mz F. 

/ 



6\ En esta figura,' se nos da que 

m z ABH - mz FBH y que AB' « FB . 
Demuestra que AH -.'FH. 



2 . Dato n 

3. For la ^finicidn de punto 
mediO' — ^ 

4. U.A.L. 

5. ' ■ 




F 




7. Demuestra que si los segmentos AH, RBae bisecan en el puhto F, 
entonces AFAB » AFHR., f C. ^ 

8, Demuestra; Si los segmentos. AD y BC 
se bisecan, entonces AB " J)G y AC r DB . 



9. a. .Datos: El cuadtado ABCD, R es el 
punto medio de AB, F es un punto 
entire A y D, Q es ,uri punto entre 
C y B, OF - CC^. Demuestra que 
RF - RQ. 



■ 13 




/ ■) 
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b. iHabri otros puntos F', Q' en el 

cuadraio ABCD, pero no sobre AD o BC, 
tales gue RF"^ - RQ':? ^Ddncie estar^n? 
10. Supongamos en esta figura que AB - AH jf que 
AF biseca ZHAB'. De^iuestra que FH - FB» 



5-5 




5-5 . Trl^tiRulps parclalmente siiperpuestos ; uso de la f Ij^^ura en 
enunclados ^ 
Frecuentemente, necesitamos trabajar con trl^ingulos que no 
aparecen completamente separados en las figuras sino que ^n parte 
aparecen superpuestos -(ocupan parclalmente una'^mistne region del 
piano). ' Asf ocurre wn el AAFM y el aFAH en la. figura, 

^ R 




La maneta m^s f^cil de evitar confusiones, y tambifin el equivo^arsej 
al tratar con tales /:asos, es escribir las cc^grqencias en la form^ 



acostumbrada, asf 



A AFM AFAH . 

Comprueba que' la correspondenoia AFM ^ — ^ FAH es realmente una 
congruencia, y luego, cuando quieras m^is tarde llegar a la conclu§l(5n 
de que dos lados (o <ios Jngulos) corresppndientes ^on congruences, , 
haz referenda a que ftAFM^^^AFAH. 

Deade luego, si jio ves las congruenclas entre Itya tri^ngulos 



parclalmente Superpuestos , nada. t(endt48.quQ comprobar nl tampoco^ 
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( 



que aplicar mis tarde . Como prictica, escribe todas las 
congruencias que puedas de triingulos que aparecen en la flgura 
ante.rlor, si sabemos que AR - FR y que M, H, B son los puntos 
medibs de los lados respectivos. 

Veamos un 'caso en que esta situaci6n surge en la demostracidn 
de un teorema . 
Datos: HA - HF 
HM - HQ 

Demos trar: FM « AQ M>C \Q 



A F 
Una forma corriente de demostrar que dos segmentos son 

congruentes es m6strando que son lados correspondientes de 
t^i^ngulos congruentes. Si vamos' a utilizar con ^xito este m^todo 
aquf , entonces lo primero que hay que hac^r es indicar Ids tri^ngulos 
que contienen FM y AQ. Estos son AHMF y AHQA, y vemos que estos 
trl5ngulos coincWen parcialmente . El problema ahora es el 
demostrarr que son congruentes. La xlemostracidn, en forma de doble 
columna, es como slgue: 




ATirmacione^ 



Razones 



1. 
2. 



HA -^HF 
ZH - zHc 



1. Dato 

2. Un ^ngulo es congruente 
a sf mismo. 
iPor qu6? 

iPqr qu^? 
iPor qu^? 



3.. 
4. 
"5, 



3. KM - HQ 

. 4,. AHMF - AHQA 
5 . - .AQ 

Una demostraci(5n estrictamente I6gica no debe depender de 
una flgura, sine ser cons^cuencia de los postul^os-, las defini- 
ciones, y los tec^remas ya establecidos . Pero en ^la pr^ctica los 
getfmetras utilizan figuraa per convertiencia, y f^cilmente aceptan 

muchos principios obeerXi^ableS sin enunciarlos una y^otira^vez, lo 



er|c 
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cual serfa tedioso, a menos que un nuevo enunciado gea eTSh^ial 
para aclarar''»l problema en cuestidn. 

Para ilustrar .^veamos un, nuevo planteamiento del ejemplo 1 
conalderat^o previamente . 

Elsin£lo 1. , Sean A, B, F, H y R cinco puntos no alineados en 
un piano.: Si (1)^F esU entre A y R, (2) F estd entre B y,H, " 
(3) AF - FR, y (4) BF - FH, entonces (5) AB - RH . Esto nos da 
toii^ la informacl^n que ofrecen abajo la figura de la izquierda y 
la notacidn de la derecha . 

H — ■— ' 

Dato: AR y BH* se bisecan en F. 

fX ^ _ - ' 

Demos trar: AB - RH 

Notar^s que (l)^nos dice que FA y FR «on rayos opuestos, y que 
(2) nos dice que - FB y EH son rayos opuestos. Estas dos cosas, 
Juntas; signifi\an que el zAFB y 6l ZRFH son opuestos por el 
v^rtice. (V^ase la definicidn de ^ngulog opuestos por el v^rtice.) 
Este es el tipo de ioformac^dn que tomamos r^ormalmente de una 
f igura. y • , 

En este libro, al enunciar problelnas, evitaremos repeticiones 

^ tediosas mediante referencias a una f igura. Puedes basarte en 
figura para obtener la alineacidn de puntos, el, orden de los puntos 
en una recta, la localizacidn de un punto en el interior o el 
exterior de un ^ngulo o ep un cierto sfemiplano, y, en general, las 
posiciones relatives de puntos, rectas y pianos. \ Lo que no puedes 

. suponer si?l*mds porque "se ve", es la congruencia de segraentos o ' 
^ dngulps, el que un punto »4«=^punto medio de un segmento, el que 
dos rectps sean pefpendicu lare^ , o el que dos ^ingulos sean comple- 
mentarios. 
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Con. junto de probletngs 5-5 

1. Si, ei||psta figura, AC - DB, 
/ACPafzDBE y FC - EB, s 
demuestra que AF - DE .•' 

2. En esta figura, BC - ED, AC - AD 

y /ACE -/ADB. Demuestra que 
A ACE ar AADB. 

Demos traeidn : (Liena los espacios 

ea bianco . ) 

Afirmaciones 




Razones 



1. 
2. 
3. 



BC - ED 
CD - DC 
BD - EC 



4. AC - AD 

5. ZACE - /ADB 



6. 



3, . Demuestra que las di^gonales de 
un cuadrado t^enen longitudes 
iguales, (V6ase la npta antes 
del problema 1 en el Conjunto 

' • yie problemas 5-4.) 

Da to*: ABFH es un cuadradO. 
Demos trar: AF « BH 

4t. En esta f igura , V. ABW S"/ RHQ y F 
es el punto medio' de Bit. 
ifuedes demostrar que 
■ AWBF^ AQHF? , Explfcalo . 



1. 
2. 
3. 



5. 

6/ 



Dato 



Suma de las afirmaciones 

1 y 2 




H 
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5 . a . Si . ABFH es un cuadrado y 
AX, BY segmentos 
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congruentes en los rayos 
AH, BF, respect ivamente, 
muestra que AY, BX son ^ 
congruentes , 
0 cle otro modo: 
Da to; ABFH es un cuadrado, 
X, Y son puntc/s de /iJ, bI', 
respectivamente . 
AX - BY . 

Demos trar : AY - 
b. En la figura, X est^^entre A y H, tambi^n Y.est^ entre 

B y F . ^Cambiarfa la demos traci6n si H e^tuviera entre 

A y X, y F estuviera entre B y Y? . y \ 
Suponte que sabemps que en esta figura AH -BP, 
r - tn, X - y. Deaiuestra que HB - FA., 



Si, en la figura, a5 1 RX, BRlRY 
AR - RX y BR - RY, ^emuestr^ que- 

AB - xy ! . 




id 
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. 5-6 , ^ teorffl ia del trl^nRulo tsdsceles el teorema de ^a ^ 
* blsectrlz del ^n^ulo ^ * 

* Al final de la Seccl6n 5-1 menclonamos el caso de c6mo aparea^ 
los vertices de un tridngulo AABC que tiene por lo menos dos lados 
de igual longitud, Este es , ^e hecho, el caso con que vamos a 
trabajar en el primer teorema de congruencia que enunciamos formal 
mente: 

Teorema 5^2 . 3i das lados de un tri^ngulo son congr^uentes , ♦ 
entonces los ^ngulos opuestos a estos lados son congruentes, 

0 de otro modo: Sea ABC un tri^ngulo. Si AB » AC, enConces 
ZB - /C, ' ' . 




Demostraci6n : Considera la^orrespondencia 
/ ^ ABC---«-ACB, 
entre el AABC y 61 mismo. Eh esta correspondencla, vemos que 
' AB~AC 
• ' AC*— AB 

Nasi, dos lados y el dngulo comprendido del AABC sOn comgruentes 
*\ . * « 

a las partes correspondientes del AACB, P9r ef postulado L.A.L,, 

esto significa que : / 

AAtBC - AACB, 

"esto ea, la correspondencla "ABC ^ ACB es una congruencia.. Por 

la definicitfn de una congruencia de tri^ngulos, todos loi^ pares 
« • • • 

de partes correspondientes sort congruentefs • 

, Por lo tanto, 
porque f^stos fingulos son partes correspondientes. 
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Veremos ahora c6mo se puede pyesentar esa demostracidn en la 
formar de dos columnas. Se utiliza* la misma figura. 

Teorema 5-2 . Si dps lados de un tri^ngulo gon congruentes, 
tonces los ^ngulos opuestos a estos lados son congruentes. 
Date: AABC con AB 5! AC. " y 

Demostrar: B -zC 
■Demostraci6n ; . 



Af irmaciones 



Razonies 



1/ AB - AC i 
AC - AB 

2. zA * zA 

3. AABC - AACB 



1. Dato 



2. Congruencia id^ntica ^ 

3. Pasos 1 y 2 y el pqstulado 

Li • A • L • 

^B_= zC . * 4. Definl?:i6n de una congruen 

de tri^ngulos 

Genera Imente, enunciaremos los teoremas en pa^^^abras, como lo 
hicimos cpn el teorema 5-2, y luego los volveremos 'a enunciar, 
us'ando una notaci6n que ser5 la de la demostraci6n . 

Def Inlclones . Un tridngulo con dos lados congruentes se llama 
Isdgceles . El otro lac^o es la base . Los dos ^tngulos asociados 
con la base son anRulos en ^a base S 

En estos t^rminos, podemos enunciar el teorema 5-2 de esta 
manera: 

"Log ^ngulos en la base de un tri^ngulo is6sceles son 
congruentes" . ' 

/ Def itii/c tones . Un tri^ngulo cuyos t?:es lados son congruent^ 
S6 llama equll^tero . Un trl^ngulo ninguno iie cuyos pares de lados 
^ »on congruentes se llama escaleqo . 

Def inlcl(5n . ^ Un tri^ngulo es equldnja^ulo si sus tres iijgulos 
' son congruentes . ' 

Utlllzattdo l^a palabra equijinji;^ulo enunciaremos up teorema q[ue 
s,e deduce f^ctlmenta del teorema 5-2. Llamaremos a este\eorema 



:es 
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corolario 5-2-1. Un corolarlxr ^es un teoirema que ae deduce f^cil- 
mente de otro teorema. Dejamos 1^ demostracifin dl^X Qorolario 
!5^2-l a tu criterio. • ^ ^ 

Corolario 5-2-1 . Tpdo tri^ngulo equil^tero"*es equi^ngulo. 

Al tratar de demostrar teoremas\ tendr^s quehacer tus propias 
figuras. Es Importance que las dibujes de manera que te recuerden 
lo que ya s^bes, pero sin qiie -sugieran m^s de lo que sabes. Por 
^jem^^lo, la figufa en la d'emostracida del teorenia 5-2 se parece 
a un tri^ngulo istSsceles, y asf es como debe ser, {)orque la 
hip6tesis del teorema dice que el tri^ngulo tiene dos lados • 
•congruences. En la figura del postulado L.A.ti,, parece como que 
MBC ^ ADEF, y asf es como debe ser, porque esta es lat situaci6n 
planteada en el postulado. Pero no hubiera estado bien dibujar 
trifingUlos is6sceles para ilustrar el postulado L.A-L», porque esto 
sugiere algo que el postulad^o no dice. 

Def lnlci6n : Un rayo Jsi tj,iseca a, o ^s una bisectriz de, un 
4ngulo Z.BAC si D est;5 en el interior del ZBAC, y ZBAD - ZDAC. 




f 

, Notar^s qufe si AD biseca al ZBAC, entonc/eg m Z BAD « m z ^AC 
imZ BAC, ' : ' * , ' , 

Teorema 5.-3 . Todo dngulo tiene exactamente una bisectriz. 

D^mos^raci6n : Se ^a el ZA. Por el teorema de la localdzacidn 
de puntos, podemos hallar B y C, puntos en los lados d&l zfy^ taled' 
que (1) AB -AC. 
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Sea D el punto medio de BC, tal que' (2) Df - IJC. Como AE - AC, 
^sabemos por el teorema 5-2. que (3) ZB a< zG. • (Esto se aplica tombi^n 
9uando el tri^ngulo isdsceles AABQ aparezca "apoyado sobre su lado") 

De (1), (2} y (3), y el postulado L.A^L. deducimos en consecuencla - 

que . \- . . 

AABD - AACD. ' 
Por lo tanto, zBAD -zCAD, y asf m Z BAD - raZ.CAD. Por la definicidn 
de blsectriz de un ingulo, e?a4o signlfica que biseca al ZBAC . 

Para justificar nuestro uso de la palabra "exactamente" debe- 
remos demostrar que es el dnlco rayo que tiene esta propiedad. 
Supongamos que hay uti rayo AE que es tambi^n una bisectriz dfelz A. 
Entonces mz CAD .= mz CAE, ya que cada uno de ^stos es igu4l a 

2^ ZBAC. Si aplicamos el postulado de^ la construccidn del ^rfgulo 
al semiplwo que^ tiene AC como ^rista, sabemos que la relaci6n 
AE - AO tiene que ser. clerta, es decir, que a£ y represent^n un 
misfno^^yo . Por lo tantd\ hay solamente una bisectriz. 

Las siguientes definici^ones son iltiles *en la consideraci6n de 
las propiedades cfe los tri4rlgulos. 

Deflnicldn , Una mediand ^ un trj^ngulo es un segmento cuyds 
extremos ^s(^n u|i v^rtice dpi tri^ngulo el punto Bjedio del lada 
opu^sto. . , ' \ 

De£inJl^ci6n > Entendemos por bisectriz (jie un ^ngulo de un 
tri^nigulo el segmento^ cuyos extremes son un v6rtice del tri^ngulo 
y el punto del lado opuesto que cae ^en el rayo que biseca el ^ngulo 
del vfirtice dado. - 
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Notaris que ,t:odo tri^ngulo tiene tres medianas y tres bisec- 
^ trices de ^ngulo • La figura sefiala una mediana y una bisecfrriz - 
de ingulo^del aABC. 




BM 68 la mediana desde B y BT es la bisectrix de ^ngulo desde B.. 

^ C ^ ' 

A \ Conjunto de problemas 5-6 

1. 'En la figura, AB = AC; Hemos 
iniciado la demostracidn de que 
Zm «Zn, Completa esta demos- 
traci6n y da las razones para 
cada uno de tus pasos. I * 




Demos t;raci6n: Afirmaciones 




Razones 






1. Z ABC = ZACB ^ ^ 

2. zm es el auplemento de 


1. 








2. 








Z ABC . 










iln es el suplemerito de 




• 






ZACB . 




i 






3. zm S>n . 


3. 


\ 







2. Dato: En la figura, " rFD y 
AB *- DC. ' • ' 

Demuestra: A AFB - aDFC,, 

'•AFBC - AFCB. », 




It 
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Si, .en U figura,- EB » EC,' 
demuestra que /EBA - /fecD, . 




A B 



Si AB - AC y OB = DC en la 
figuta plana., d/emuestra .que 
zABJ) * zACD. r . . ^ 



A. 



\S 'i\ AC « AB y CD « BD en 
..fi^ira. plana, demurs tra que 
/_AGD '» zABD . ' • ■ . • 




C .D 





Redacfa, en £orma/de .frase en v6z v 
de en la^ fprm^ de \^ columnas, 
una demg>straci6rf de lo siguiente: 
pato: X' "e ,Y> son los pantos medios 
de los lados cbngruent^.s AC .y BC^ 
del tri5ngurQ;i|:is6sceles ABC . 

»'...'. . ' ■ 4 

Demuestra- que ZCXY » Z CYX. 

Demuestra. el 'cor.olario 5-.2-i. (Todo tri^ngulo equil^tero es' 
eqUi^ngulo.) . 

Sea ABC un tri^ngulo equil^tero 
6n el que Qj R y P son los puntos 
medios de los ladosf segun se 
puede Ver 'en la figura. Demuestra 
que'APQR 68 equil^tero. / ( 
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- -iho - 



9. Demuestra lo siguiente: Si la mediana' FQ del aFAB es perpendlcul 
' al lado'AB, entoncea el ;^FAB es is^dsceles . 



5-7 • El. teorema de jSnf^^ulo - lado - jlnKulQ 

Teoretna 5-4 . (El teorema A.L.A,^ Sea G aha correspondencia 
entte dos tri^ngulos (o^ entre un triSngulo y 61 mismo)'. Si dos 
^ngulos y. el lado comdn del ?primer tri^ngulo son congruentes a lasr 
^partes correspondientes del segundo tri^ngulo, erttonces la correapon- 

• ■ ■ ■ ' 

dencia G es una congr-uencia . " 

0 de otro modo : Sea /^C <* — DEF una correspondencia entre 
dos tyci^ngulos . Si 



entonces 



AB - DE, 
ZB - ZE, 
A ABC - A DEF. 



.r 




2 
3 



■ Sobre el rayo DF hay un * 
punto F' tal que DF' - AC 

Ab - DE y mz A - mzD „ 
A ABC » A DEF ' 



4. Z ABC -Z DEF' ' 

5 . Z ABC - ZDEF 
6. ZDEF' -I DEF 



7. EF y EF' son el rfiismo rayo. 

8. F - F' 

9 . AABC 2 ADEF 



1. El teorema de la locall-. 
zaci6n de puntos 

2. Dato 

3. Postulado L.A.L. 

4. Definic^idn de una congrueni 
de tri^ngulos 

5. Dato 

< 

6. Los pasos^ 4 y 5, y la defi- 

nicl(5n de ^ngulos congruen 

7. El paso 6 y el postulado li 

8. Dos rectas (EF y DF) se 
intersecan a lo sumo en. un 
punto. 

9. ' Afirinaciones 3 y. 8 



Dejamoa al alumno l^is demostt'aciones del 8igu:^6pte teoremdAv 
del corplario. Las demo'straciones l^on an^logas a las del t'torema^ 
5-2 y el corolarlo 5-2-1. *. , ' ' . 

Tegrema 5-5 . Si 4os ^ngulos de un tri^ngulo son congruentes, 
los lados opuestos a estos Vlngulos son congruentes. 

Corplarlo 5^5- I t Un tri^nguld equi^agulo es equil^tero. 

"0 



Con junto de problemas 5-7 , ■ 

En algunas partes de este ejercicio n6 habr^ suficiente infor- 
maci6n para permitirte demostrar que dos tri^ngulos son 
congruentes aunque utilices ^ todos Iqa otros principios que ya 
conoces, como, por ejemplo, que "los ^nguloa opuestos por 
/vertice son congruentes". Si se puede demostrar qde los dos tri^rt 
gulos son ' congruentes, indica por qu^ (A.L.A.' o L.A.L.); si ' 
no hay Inf orniaci(5n suficiente para demostrar que ^los tri^ngulos ' 
son congruentes, indica qu^ otro par de partes congruentes te 
permitirdn demostrar que lo son. Si hay dos posibilidades , * 
seftala ambas • " , . * 



a 
b 

c , 

d, 
e , 

,f 
g 



Dado .solaraente -que AH = AB. 

Dado solamente que zc « /d. 

Dado 'solament;e que /a ^/b 
y /c « Vd . 

Dado solameijte que AR * MR. 
Dado solamente que /A-* /M. 



Dado solamente que / XFY «/KFY< 
Dado solamente que zXYF * /KYF. 




ERIC 



1 ^ 



De aguerdo cqjn las especificaciones^de la iziquierda, 
aquella tnformacl(5n que llenarfa correctamente los 
en bianco. *• 

a. Lado, 5ngu^b, lado delAABH: - 

AH, , HB. " ' • 

b. Angulo, lado, ^ngulo dpi AABH: 
> HE , . 

c. Angulo, lado, Angulo del ABFH: ' 
/F, , zHBF. . ' • ' 

' ' ' . * • 

d. Lado, dngulo, lado del ABFH: 

BF, _; . * - 

Sigue las ins trucciones ' del problenia 2, 

a. Angulo, lado, Angulo del AAB|; : 
, BF, ' ' ' 

b. Lado, dnguio, la^o^el ARAF : 

c. Lado, dngulo, lado del ARAB: 



Lado, dngulo, lado del ARAB 
BR,,_, RA. ^ 
Angulo, lado, dngulo del ARAF 
, Z RFA. 

. . ^ AAFB: 

/.FAB, AF, 



■J^, ] , Z RFA. 

f . Angulo, lado, . Angulo del 



Sigue las instrucciones del problema 2. 

a. Lado Angulo , lado del aHFB^:^ 

/HFB, ^. 

b. VVngul^o, lado, Angulo del AABH: 

> HB , 4 4 

c. Lado, Angulo, lado del />HFB: 
HB, , BF. 





' H 





d, Angulo, laclo, dngulo del AHF^: 
. * ^ 

e, Lado, ^ngulo, iado del MBH: . 
AH, AB, . 

Si, en la flgura, CB biseca a HF y 

za'»/b, demu^stra que GF biseca A CB, A' • " — *'B 

%Demuestra el teorema 5-5, (Si dos^ngulos de un triingulo son 
congruentes, los lados Qpuestos a estos 
^ngulos son congruentes , ) 
0* de otro modo : Si ZB -ZC en 
el aABC, entonces AB - AC , 
Sugerencia: Usa la congruencia 
del tri^ngulo consigo mismo, [ 

Demuestra el corolario 5-5-1. (Todo tri^ngulo equi^ngulo es 
equil^tero.) Emplea una demostraci6n en forma de frase. 
Si el AABC es equil^tero, demuestra que AABC « aCAB. 
Si la bisectriz' del zG en el.AFGH es perpendicular al lado 
opuesto en entonces el tri^ngulo FGH es isosceles. 
Da to: La figura en la que • fv 
Zx 2 zy, tambi^n HB - HM. , 

Demuestra 'que HF - HR. . \ \ u ^ I • 





Q 



En la figura, MK biseca al zRMS 

* 

y ZRWK - ZSWK. iPodr^ detnostrarse 
queZjrjfVS? Si es posible, 
demueslnralo . 




'12. Demuestra que AN - RH, si 
'AF. S RB, zA - y zx y 
en 1^ .figura . , ^ . 



*13. a. SI,, en la figura, X es el 
^ punto meclio de AB^^, zA - I'B 
y zAXR - zBXF, diemuestra 
que AF - BR . 
b. iSevd necesario, coftio' * 
parte de la hip6te^s, 
afirmar qu^^ la -figura 
e^t^ en un piano? 

14. Datos: /^a - zb y zw * z^s 
en la figura. 

DemCiestra que GR « ^ 

i 

*15 . iSer^ posible demostr^ir, a 

■ base de la informaci6n dada, 
lo siguiente? 

Dato: El /^AOB^'que tiene OA - OB 
y P, Q, puntos en los rayos 
OA, OB siendoAQ - BP. 
Denudes tra que OP - OQ. 

*16 . Demuestra que RX. - RY, si 
sabemos que en la figura : 
HQ - TS^ m z B - m y 

• m ZQ - mv; S * 
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5-8. El * teorema ,de lo8 tres lados 

Teorema 5-6. (El feorem^ L,L,l4 Sek 6. una correspondencta . 
ent^e dos ^ri^ngulos (o eritre un trt^n^ulo y 61 mi^srao) . * Si los 
tres pares de lados corrfespondlentes son congruentes, entonces' la 
cotrespondei:>cia G es urta congrueincia • 
0 de otro modo: Sea ^ABC^ 



trl^ngulos. Si 



DEF una corresponden^a entre^dos 




AB - DE, 
AC - DF, 
"^BC - EF, 



AABC * aDEF . 




Demostraci6n 



Af irmaciones 



ope 

~ — ^ C ' 

1. Hay un rayo AG tal que 
ZCAG ^ ^:RDE, y tal que 

B y G est^n de lados 
x)pu6stos de 

2. Hay un pun to E' sobre AG 
tal que AE' -DE, 

3 , ME ' .& - A DEF 



Razones 



Postulado ^e la construccidn 
del ^ngulo 



El teorema de localizacidn 
de- puntos 
Postulado L.A.L. 



'Lo qtie hemos hecho, h^sta ahora, es reproducir el ADEF al ! 
iado y debajo del AABC, "utili-^ando el postulado L.A.L, 



4. AB 



AE' 



BC - E'C 



;i s^gniento BE' corta a 
fla recta AC en el pun^pjj^. 



4^ AB - DE por la hipdtesis; 

y DE • AE', por la afirma- 
ciin .2 

5. BC * EF por la hip6tesis; 

y EF - E'C por la afirma- 
cidn 3 

6. Por la afirmacitfn 1, B y E' 
est^n de lados opuestos de 
la recta 
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Completamos ahora la demostracidn para el caso en que H est^ 
entre A y C, como en la figura. Luego examinarernos los otrps^ 



^ (^a^os poslbie* 



ZABH - zAE'H , 



8. zCBH - zCE^H 



1 .y-Por la af irmacidri 4 y el 
teorema 5-2 / 

8. ^ Por la afirmacitfn 5 y el 
it^' teorema 5-2 

9. Por el postulako de adl.cl6n 
de ^ngi^os \ ) 

lOx PcT^ el postulado de adici6n 
^ de 5ngulos 

11, Por las afirmaciones 7, 8, 
9, y 10 

12, Por las afirmaciones 3 y 11 

13, Por la afirmaci6n 12, la 
hip6tesis y el postulado 

L.AiL, 

* *■ 

Esto completa la demostracid^ p^ra el caso en que H est^ entre 
A y C. Recordaremos que H es el punto en el que la recta M' ( coiita 
a la recta AC. Si H = A, entonces B, A y E' estar^n alineados, y' ' 



9 . m zABH + m z CBH mz^'^BC 



10. m ZAE'H + mZ CE'H - mZAE'C 



11. zA^C = zAE'C 



12, zABC " zPEF 

13. AABC -ADEF 



la figura ser^ como ^sta" 
B 





•En este.casQZB - zE' , porque los '^ngulos en la base de un 
tri'^ngulo is6sceles son congruences. Por lo tanto, zB ^. ZE, 
porque zE - zE' . El postulado L.A.L. se aplica, igual que en el 
caso interior, para demostrar que AABC S-ADEF. 
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Si A esU entre H y C, entoVces la figura ser^ como 6ata: 





y denMs^traremgs. que zABC -zE restando las medidas de log ^(ngulos, 



en vez^e sumarlas. Es decdr , 

mzABC - mzHBC - mz HBA 

♦ . * 

y m/ AE'C = mz HE'C - mz HE'A, 

de modo que" /ABC S/AE'C i^Z DEF, 

del mismo modo que en los casos anteriores. El resto de la demos- 
traci<5n es exactamente Igual que en el primer caso. ^ 

Los otros dos casos que nos quedan, H = C y C entre A y H, son 
• aniilogos a ios dos anteriores. 

•-■^ • • Con.iunto de problemas 5-8 

1. 'Dato: AABF y, aAHF c^e Uenen 

AH - AB y HF ^ i^. 

-Demuestra que . HAF =/, BAF- 

I - 

2. En la figura, .AB - fh y aH 3? FB. 
. Demuestra que / r « z s . 



\ 




3. En la f,tgura, AH f BR y BH - AR. 

f 

Demuestra ^uo /H -/R. 




Considera los pares de ^ri^ngulos que aparecen abajo. Si con* 
ia Informacidn ofrecida se puede ^demostrar que son congruentes,,* 
indl(^ qu^ enunoiada de congruencia ap^carfas. ^ , 




X a M a Q 



b. 



W R 4 H 





\lOOM s^/^ 


/ 










A 7 B 



f. Considera el ARWM y el aQHM. g. . J^ = XM, AB = XR, z A - zX . 





R^a H W a O 



h. 




Considera: i . el /i^RMW y cl aQMH. 

• j . ellAWMX y el aHMK. 

/ 



HQ 




J 5, 
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Un mayorlsta necesita telegr^flar. a un, fa^)rloante para pedir 
algunas piezds que tienen foriha.de l^mii^^ tri^angul aires de 
metal. Adem4s del grueso, cj.a8e de metal, y ndmftro de pieias 
que desea, ^cu^l es la mfnima informaci6n que debe dar para espe- 
clfigar el.tamaflo y forma de los trl^ngulos? (Debes tener en 
mente que puede haber m&s de una posibilidad 
Demuestra el sigulenCe teoreraa: , 
Si la bisecfcriz del ^ngulo opiiesto . ^, 
a la. base en un tri^ngulo Isdsceles 
cor4;a a la base, es perpendicular a 
la base , / 

0 de otro modo: , 
Datos: El AABC en el que AC - BC 

y H un pynto sobre AB tal que 

zACH = ^BCH. 
Demuestra que CH I AB. 

Demuestra el teorema que dice que 4 
la mediana desde el v^rtice de un 
trfdngulo i^6sceles es la bisectriz » 
del ingulo en el'v^rtice. 





I 



•8. DemujBStra el teorema siguiente: La bisectriz del? ^ngulo en el 
v^rtice de un tri^ngulo is6sceles es la raediatriz de la base. 
0 de otro modo: 
. Datos: El MBF en el que AF - BE 
y H un punto sotjre a5 tal que FH 
bisata zAFB. 

Demuestra que AH - BH y 
fH i AB.j 
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9. a. 'batos: En la flgura, AF, - BR y AR - BF. 
^ Demuestta que z ART - ^bFR. 

(Lo que falda del segmento RB se dej6 
asf para que la flgura no revele si 
RB corta a AF o no.) 

b. ^Necesitar^s , como parte de la 
hlp(5tesis, que la figura est^ en 
un piano? 

a. Datos: En la figura, AH - FB, 
AB - FH, y RQ biseca a HB en K. 
Demuestra que QK " RK. 

b. ^Ser^ necesariamente plana la 
figura? ' 



10 




11. Dato:' El cua^rado ABCD en el que 
P, Q, R, S s4n lo^puntos medios 
de AB, BC, CD, DA» respectivamente 
Demuestra que' aPQS =aRQS. 
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12. Seflala por qu^ la'siguiente argumentaci6n cqntlene un cfrculo 

• vicioso, y por ello no es vjllida. ^ , . ' 




Teorema: Los 5ngv|los en la bas^ de un' tri^ngulo isdscelefe 

son congruentes . ^ 

Dato: El aABC 9n el que AB » AC. 



Demostrar : 



ZB =Z C 



demos tracl6riT 

1. AB 2 AG 
AC - AB 



Afirmaclones 



itaz 



2 
3 

4 

5 



ic ^ CB 

'A ABC - A ACB 
/B = /c' 



9nes 



*13 



1. Dato 

2. Patb 

3. Con^ruencia id^httca 

4. l.l.l: 

5. Definici6n de ttidngulos 
congruentes 

un cfrculo 



Seflala por qu^ la i^iguiente argumentation contien/s 
vicioso . * . ' 

Teorema:^ Sea G una correspondencia entre dos tri^ngulos (o 
entre un trl^tngulo y ^1 mismo) ^i dds lados y el 5ngulo 
cpmprendido del pijimer tri^ngulo son congrufentfes a las» pastes 
correspondientejs del, segundo tri^ngyloji entonces la correspon- 
dencia G es una congruencia. 



^'Datqs: ABC-^ DEF , AB - DE; BC ^ EF, ZABC « Z DEF 
ft 

Demostrar: A ABC aDEF 




erIc 



> 




I 
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DjKnp8tract6n; j Af Irmaclones 



Ra zones 



Sea el rayo del^. mismo 
lado de tal que 

ZBAC'^ » ZEDF, y que corte a 
BC en C' . 
ZABC' - ZABC 

^3 . zAAC S ZDEF ' ° . 
' 4. ZABC* - zDEF 
- 5. AB - DE 



6, 
7. 
8 

9.. 

10, 
11 



zBAC - ^EDF 
AABC' - ADEF 
BC' - EF 
Bf - BF 

BC' 2S BC 
C - C 



12. AABC - ADEF 



*14. 



Zb 



1. Postulado 4e 1^ cons-. 
, trucci^n dej. 4ngul6 



C est^ sobre el rayo 

por el paap 1 

\ 

Da to * -V 

Pasos 2 y 3 

Da to 

JPaso 1, A 

( \ ' 

Parties cori^espoVidientes 
Da to — 

Pasos 8 y 9' 

Paso 10 y la raztfn para 



3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8'. 
9. 

10. 
11. 

12. 




el paso,2 
Pasos 7 y 11 



^1, en la figura,^ a 
y Z'ln -^w, demuestra que 
AF L HB. ^ 



lS[:^iiy eri la flgura, BFl W en F, 

* . BA 1 AR en A , j[ m z a " ra z b ,1 . 

• fr ipodr^(e demos trar que FB « AB'? 

rSi pueties, demurs tralo . 




- w 



En el' MAF, l^s puntos -B^ y W 

est^n aobre los Udos AP-y 

respectlvamente, y ademds 

FW 1 AH, HB 1 AF, y AW - AB. 

Demisestra: FW - HB . 



Si-, en la figura, FQ i AR, 

FQ bisecazAQR, 

BQ biseca zAQF y 

HQ' bisecazFQR, demuestra que 



^BQ if/HiQ, 



J 



5-1 



H 




En loatri^ngulos AABC y aHRW, 
AB - HR, AC - HW^y la mediana 
AF » la mediana HQ. 
Apoy^ndote en los teoremas que 
has estudiado hasta ahor£j> 
^puedes demos trar que 

MBC - A HRW^ Si puedes , ' 
demurs tralo . 




ZDRC. 



Usa el diagrama dd probleiift<i^l8 y suponte que ahora sabemos que ^ 
AB - HR, BC - RW, y la mediana AF Xa mediana HQ J. ^Podr^s 
demostrar que AABC - AHRW? Si'puedes, hazlo. 
Datos: Puntos A, R, S y C que Qst^n eri 1^ recta L., 

R estd entre A y S. " >mi . 

S. esXSi entire R y C - • s 

B y D no estin en L. ^ - 
AR - CS , r ' ' 

AB - CD 

s 

BS - DR 

a. Demuestra que ZBSA 

b. iTendr^n que estar en un mismo pJ.ano lo% puntos A, R, S, C, 

"""^ " . It;. . . ^ 





\B 




/ 
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*21. En esta figura, D es el punto medio de 
AQJ be y CF . ■ . . 
Derauestra que AEFG * ABCA. 



*22. iS'er^ vdltda la demostracidn ,del problema .21 aun cuando los 
* - segmentos ED, AD y CD no est^n en un misimo piano? 
*23. Datos: En la figura, AQ |. RS. 
- , RQ - "SQ 
RC - SC . 

Demuestra que z RCA 2 ^ sCA . 
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Colocamos un trfpode con *sus^ tres ' 
patas VA, VB, VC iguales ^obre un ^« 
piano . 

^Se puede decir algo*a9erca de 
las di#tancias AB, AC, BC? ' 

acerca de los 5ngu*los 
(ZVAB, zVAC, ZVBA, etc.)? 
Contesta la pregunta (a) si 
se n6s dice adera^s que las 
patas del trfpode forman 
^naulofl Iguales; decij: 
ZAVB BVC - zAVC. 



b. 




l6, 



■ ■ ' - - 19j - ' . 5-8 

15.. a, Sean AR y BQ sBgmentos que se bi^^can en M, Demuestra 
" que AB - RQ y que AQ - RB. w 

b, Supoi\gamos ahora que CX tambi^n es bisecado por M, 
iCu4ntos pares de. segmentos congruentes, como losl^e 
(a), puedes determinar? 

c. Probablemente j^ensaste que CX estaba en el misrao piano 

que AR y BQ. ^Ser^ estq, necesari?o\ o ser^n todavfa ciertos 
^ tus resultados de (b)' si CX se sale del piano de AR y BQ? 
En este ultimo caso, trata de imaginarte la figura y 
dibiljalajp haz un raodelo, 
, Sea £ABC un triangulo cualquiera, y D u\i punto fuera del" piano de 
este triangulo, Al conjunto qli^ consiste en la reunion de los 
seis segmentos AB, AC, BC, AD, BD, CD' lo llaraaremos el esqUeletO 
de un tetra^dro, Cada uno de los seis segmentos se llama una 
arista del tetraedro, cada uno de los cuatro puntos A, B, C, D * 
es un v^rtice, cada ^ri^ngulo formado por tres vertices es una 
cara, cada ^ngulo de una cara es un 4ngulo en la cara, Ya 
- ' eonsideramos caras y' aris tas de un tetraedrC en el problema 11 
del Conjunto de problemas 3-lc, 

a, ^ ^Guintas caras hay? ;Cu^nt6s ^ngulos en las caras? 

b. Dos aristas de un tetraedro per^n. opuestas si no se inter- 
secan . Ser^n adyacentes si ^ intersecan. Si cada par 

de aristas opuestas son congruentes, ^ser^n congruentes 
dos caras cualesquiera? Si cada par de aristas adyacentes 
son congruentes , 2, clase de tri^ngulos ser^n las caras? 
Construye un esqueleto equil^tero de un tetraedro o bien 
utilizando palillos de dientes que pegar^s o medlante 
^ pajitas pasando un cordel por ellas para unirlas, ' * 



Problemas f epasu del Capltulo 5^ 

Completa : ' V V ' 

Si los vertices, de dos tri^ngulos se jcoryesponden de manexa 

que cada par^e dngulOs correspondiehtes son 

y cada par d6. ^ correspbndientes son congruentes, 

^ntonces la corres^pondencia es una ^ entre. los 

tiridngulos. - t 

Considera el conjunto de abreviaturas A.L.A., L.L.A. , L.A.L.,, 
li«Li*Lift^A*A«A* 

a. iQu6 subconjuntos son abreviaturas de postulados de este 
capftuLo? 

b. iQu6 subconjuntos' son abreviaturas de teoflKsmas demostrados 
en este capltulo? * ^ / 

Si el ARST es isosceles y RT - ST, iqu6 correepotidencias del 
tri^ngulo cons^go mismo son ^ongruencias? 



Dado que AF ^ BF y DF - EF^ ^cuil 
ser^ la ultima raz6n eh la demos- 
traci6n m^s directa tie que^ . 
MFD - ABFE? ' la de que 
AAEQ - abdc? 




" A 



Datos: En la figura, AR'«» RH y 

AF - mj . ^ y 

Demuestra que RB - RF . 




En la figura del problema 5, si RB - RF y,AB - HF, demuestra 
que AR HR . . ' . 



Una persona qnlery haUar 
ei andho tie tin rfo y para eilo 
ae fija en un drbol T, qye 
jfejstfi en ia otra orijLia frente 
al pun to P y tai que PQ lTT, 
Marcan<Jo M, ei pun to medio de 
PQ,' camina sobre la perpen- 
dicular a en Q hasta 
que llega al pun to X en quie 
esta perpendicular se,jga\- 
cuentra con la rect^ , 

s 

l(^u6 otro segmento de la 
figura tiene el mismo largo 
que TP? ^Cudl es el prlnci 
pal Leorema utilizado al ' 
demo$trar que aTPM - aXQM? * 
Las fuerzas de Napole6n, ^jnarchando sobre el terreno enemigo, 
llegaron a un rtd cuyo ancho igtioraban, Aunque los inge- 
nieros venfan detrdg, el impetuoso comandante exigid a sus 
o'ficiales le dijeran el ancho del r^o . Un oficfal joven se 

^colpc6 en la orilla y baj6. la ^isera de su gdrra hasta que 
la visi^al llegaba a la orilla opuesta, Luego gir6 y mir6 de 
igual manera lo largo de la orilla fijSndode en qui punto de 
la orilla cortaba la nueva visual, -Entotices anduvo hasta este 
punto contando sus pasos . ^Ser^ esta distancia la misma del 
ancho del rfo? ^Qu^ par de tridngulos eran congruentes? ^Por qu6? 



\ 





if; 



En el^ST: EI i^nto X est^ 
entre S y T, y SX - SR. El 
punto g e3t& entre R y T, 
y SQ biseca /S. Trazamos QX. 
Ha 11a un ^ngulo QOhgruente al S 
/R y establece la congruencia. 



Da to: La figura en la que 
•4 AB lM/'rH ijBH, ^x.-zy, 

, QB * WH y F es el punto medio' 
de BH. 

Derauestra que aBF.Q - AHFW. 

11. Datos: En la figura, AB - AR 

y / BAH - / RAH . 
Demuestra que FB « FR. 



12, En esta' figura sabemos que 
AB - HF y RB « RF. 
Demuestra que AAFR « AHBR. 

13- Datos: En la figura, AB - FB 
y MB - RB. 

Demuestra que aAQR « aF(^. 
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14, En esta flgura sabemos que 
B y F trisecan^'^ a AH, 

I / A - /H y AR - HQ. 

Demuestra que BW - FW . 
^Trlsecar »Lgnlfica divj(dir 
en tres partes congruentes/ 

En esta figura sabemos que 
HA » HB, AF biseoa /HAB y 
^ BF blseca i HBA. 
Demuestra que AF = BF . 




16. Un polfgono ABCDE tiene cinco 
iaclos (Jc Igual Longitud y 
dlnco ^ngulos de tgual medida 
Okiuestra que ^DAB = /DBA. , 




17 



18 



19 



Demuestra: Si dos riiedianas de 
un trL^ngulo son ^rpendiculares 
a sus lados respectivos, ententes 
el trianguio es equil^tero.. ' 

En esta flgura, aI - HB y RB ?B 
Demuestra que zA=/£H yAM»T5l. 



Demyestra que las bisectrices de un par de ^ngulcx^ correspon- 
dientes de dos trl^ngulos congruentes son congruentes. 




V ... 



erJc 



\ 



20 



21 



23 



*24 



En esta figura sabemos que 
XW - QR, 
/a zb, 

Qemuestra que KA - KM. 



En est^ figura , sabemos que 

- Z2, z3 - z4, 
y JT - JB . 
Demuestra que z5 "'z6. 




22. 



Si PA PB .y QA - QB, 
entonces /APQ = z BPQ. 
^Valdr^ la misma demos- 
traci6n est^ o no A en el 
mtsmo piano que P, Q y B? 



I 




Demuestra: Si PA ^^P^, 
QA « QB, y R est^ sobre 

segun aparece en la 
figura, entonces RA « RB . 
b. /^Tendrdn que ser coplanarios 

los cinco puntos? ^Valdr^ 0 
la misma demcis traci6n est6 
o no A en el mismo p^ano que 
, B, P V Q? 
En esta figura, l^s puntpe^ F y H 
trisecan a AT, y los puntOB F y | 
trisecan a MR. Si AF - FB, ^ser^ 

AABT - A^^HR? Demuestra tu respuesta 



25 



*26 



* -.ii6i - : ^ 

^ptS es perpendicular a cada uno de los tres rayo^ diferentes 
;RA', RB, RC en R, y si rX - RB - RC, demuestra que SA - SB » SC 
i (Dlbuja tu mlsmo la flgura.) . 

Hagamos que el APAB y el AQAB 
estgn en pianos .diferentes, pero 
con el lado comun AB. Sea 
APAB - Aqab. Demuestra qlje si 
X es cualquier {%into de AB, entonces 
el APQX es isfisce^s. 




*27 . 



*28 



*29 



J 



Completa |.a jdemos tf aci(5n que '4io Euclides 
del teorema. que los ^ngulos en la 
base de un trl^ngulo isosceles son 
congruentes . 
Da to: AB - AC 
Demuestra que^ACB « zABC 
Construccic5n : Toma un pun^o 
F tal que B estd entre A y 
un punto H tal que C est6 entre 
A y H, de modo que AH ■= AF . 
Traza CF y BH. 

Datos: La flgura -^lana ABCD, 
AB - CD, AD - BC. 
Demuestta que AC y BD se biseci^n 

Dato: La flgura ABCD en la que - 
AB - AC, DB ^ DC, y ZBAX - zXAV 
Demuestra que AX' - AY.. \\- 
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Capftulos 1 al 5 

EJERCICIOS DE REPASO 

I Escribe los ruJmeros del 1 al 80. DeSpu^s de cada nCimero, 
escribe un o un "-" para indicar que congideras la afirmacidn 
correspondlente cierta o falsa. Cierta quiere decir "cierta 
sietnpre" . 

1. Dos rayos cualesquiera se cortan. 

2. AB designa una recta. " 

3. Si m ZQ » 100, entonces no tiene complem^nto. 

4. Una recta y un punto -ftter^ de ella detertninan un piano. 

5. Si un' punto est^ en el interior de dos 4ngulos de un tri^ngulo, 
esti en el interior del tridngulo. 

6. Si una recta corta a un piano que no la contiene, en-tonces la 
interseccidn es un punto. 

7. La reunidH de dos semiplanos es todo el piano. 

8. Un punto que pertenece al interior de un dngulo pertenece al 4ngul 

9. Si AB ■» CD, entonces oA^CoA^'d. 

10. La interseccidn de cada dos ^emiplanos es el interior de un 
^ngulo. . • ' • 

11. El interior de todo tri^ngulo es convexo. 

12. Es posible que la reunion de dos conjuntos, ninguno de los 
cti^ales sea convexo,' ^ea convexa . v 4% 

13 ., Un\ rayo tiene dos extremos . • . , 

14. La pxperimentaci6n ea siempre la mejor manera de llegar a una 
con^lusidn vdlida. ^ 

I 

-15. 'Dadi^s tuatro puntos. diferenties', tales que cada treS de ellos no 
estjS^ alineacTos, hay exactamente seis rectaS diferehtfes determi- 
nad/as por dlchos puntos tornado^ dos )a dos. 

16. N^i mARST - m entonces zRST * /XVZ. 

17, En la figura, 1^ meJor manera de leer el . . , 
\ 4ngulo formado.por DA y es /D . ' 



18. En este texto la relacldn •^estar entre'* no esrtl def inida 
en lo que se refiere a puntos de una recta. . jj 

19 » Los vertices de un trL^ngulo no est^n alineados » 

20. La Inber^ecclfin de do^. conjuntos es el conjunto de todos los 
eleinentos que pertenecen a uno de ellos o a I03 dos; 

2L. . Toda afirmaci6n acerca de figuras geom^tricas, que no sea una 
definlct6n, puede dempstrarse . ^ ^ ^ 

22. SI AXYZ - ACAB, entonces zA ^/X. 

23. Es posible que dos rectas se corten de manera que tres de • 
los ^ngulos que forman tengan medidas de 20, 70, y 20. 

24. Todo lado. de un ^ngulo es un rayo . 

25 . Todos los nombres usados en el texto en relaci6n con la 
geometrfa est^n definidos en el texto. 

26 . El interior de un ^ngulo es un conjunto "convexo. 

27. Si m/ ADC .= 37 y m zDEF « 63, entonces zABC y ZDEF son 

i 

complementarios . - 
28 r Si A no esta entre B y C, entonces C esp.& entre A y B. 
29. I ml nunca es un numero negativo.. ^ 

30i Si el punto Q est^ en el exterior del zABC, entonces Q y C 

est^ln del mismo lado de 
31. La distancia- entre dos puntos es el valor absoluto de la su^a^ 

de sus coordenadas . i 
32.. El lado mayor de un tri^ngulo cualquiera se llama su hipotenusa. 
33; Si AB 1 CD en el punto P (que es diferente de los puntos A, B, 
^ C, D), entonces m/APG + mzCPB + mzBPD + m z DPA « 360. 

34. Dada una recta, habr^ u^Jjlano, 'y s61o uno, que la contengk. 

w 

35. Un, numero racional es la razfin de dos enteros. 

36. Dados dos puntos en una recta, se puede escoger un sigtema de 
coordenadas tal que ^a- coordenada de un punto sea cero y la 
coordenada del otro punto sea negativa. 

37 ♦ Dos trl^ngulos son congruentes si dos lados y un ^ngulo de 
uno son congruentes a dos lados y un dngulo del otro. 



1 7'^^ 



Un conjunto de puntos alineados- es una recta 
X a '2k. 



^ El valor absolut9 de todo nCimero real distinto de. cero V 
, positivo. , V 

.S,i CD + CE - DE, entdnces D est& entre C y E. , 

Si en el Ai^C, nnz A - m / B m z C , ^n~t^nces AB - BC - AC. -' 
Si, en el pl'ano Z. PT L a la recta L, PQ 1 a la recta L, y P 
est5 en L, entonces « Vq. 

De las afirmaciones: (l)Si q es' f also , entonces p es , 
falso,'y (2) p es cierto, podemos concluir que q. es cierto 
El postulado de la regla nos dice que cualquier unidad puede 
reiducirse a pulgadas . . ^ 

Si R es un punto en el interior del zXYZ, entonces 
mZXYR + mz ZYR - mZ XYz! ' ^ 

Hay ciertos puntos en una escala num^rica que no est^n en 
correspondencia con numero alguno. 

toda r|cta es un conjunto de puntos alineados . , 
|-n| « n. J 

La distancia entre dos puntos' es un numero pjjtsitivo. ' • 

Si sabemos que m Z AOB 'Iffy m z HOC •? 30, p'oderaos afirmar 
que m ZAOC - 50. * ^ 

Un punto en la^arista de un semiplano pertenece a^eSe semi- 
piano . ■ " 

Una recta L en un piano E separa al piano en dos conjuntos 
convexog . ' « 

La jnediana de un iri^ngulo biseca al- lado a que corresponds . / 
Si dos puntos est^n en el mismo semiplano, entonces la recta 
que detenninan no corta a la arista de ese semiplano. ^ 
Si dos ^ngulos suplementarios son congruentes, cada uno es un 
ingulo recto. • ' • • ^ 

El interior^de un ^nguto incluye el ^ngiyld mlsijia. 



/ 
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58. Los ingulos opues.tos pot el vSrtice tienelJ^edidas iguales. 

59. Los lados de un, 4ngulo son rayos cuya Interseccidn es el 
v^rtice del it>gulo. 

60.. Si elzC es suplementario del /A, y'si m^A = 67, entonces 
m zC - 113. , 

61. Si dos rectas se cortan, habr5 exactamente 'dos puntos de cada 

una q^ie egtar^n contenidos en la otra* 
6.2. Si dos ^ngulos tieneiymedidas iguales , los ^ngulos deberdn . 

ser cqngruentes , / 



63. De las af innaciones : (1) Si p es cierto entonces q es 
cierto, y (5) p no es cderto, podemos concluitf <|ue q es 
falso. 

64. Se- ha demostrado, en los primeros cinco xapf tulos de este* 
texto, que la suma de las medidas de los 4>^gulos de un tri^ngulo. 
es 180. • ' ^ ' . ^ 

65. Los lado3 de un tridnguld son rectas. 

•66. El punto medio de un segmento lo sepai;a en dos rayos. 
67. ^Si dos rectas se cortan de luaijera que loh dngulos opuest(5s por 
el v^rtice que se forraen sqn suplementarios , entoaces la 

\^ * . medida de cada aagulo es 90. . 

> ■ ■ • 

y 68, si mzB = 93, entonces el z B es ^agudo . 

69, Para todo niimero x, |xl = x, 

70.. La interseccidn de AB y BA es AB . 

'71. En el MBC todos los puntds de BC est^n en el interior del/ A, 

72. Si AABC|S ABCA, entonces el AABC es equil^tero. 

73. SI I k| ■= I y|, entonces x « y . 

74. "Los tridngulos AABC y aRFH, que est^n en diferente^ pianos, 

son cbngruentes si AB « RF,^BC « FH y AC * RH. 
* 75. AABC - AMQT si AB » QM, BC = TQ y zQ « zB. \ " ^ . 



76, ^.a mediana AB en el AACE biseca alzA. 



2 2 

77. Si x * y , entonces |x| * |y| 



erIc ' . ' 



■. . w ■ 



■\. 



, 78. fei tres puntoV est^n sobre tres recta diferentes. los 
puntos no est^n alinea^los. ; , , - 

79. No, hay un aABC en el que, zA - 2^, ' ' 

"' , ^ . ■ I ■ ■ • ■■ • 

80. Dos puntos que^no est^n en un piano dado esl^r.^n en los . 
semiespacios opues^ detenninados.,por''el piano si, y sdlp * 
si, el segmento que los une interseca al piano/ 



V ♦ 



V •■ 
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Capftulo 6 
EXAMEN WlAS PRECISO DE LA DEMOSTRACION 



4 



6.-1,. C(5mo ^fumclona un si sterna deductivo v ^ ^ "A . 

' ' ' ^^"^^^"^^^^^ ' 'i' 

•En el capftulcx 1 tratamos de explicar en t^rminos generales 
cdmb iba a funciopar nuestro estudio de la geometrfa. Despu^s- de 
la ex^periencia que has logrado desde entonces, te resultar^ m^s 
f^cil en tender la explicacidn . . ' / 

La idea de con junto > los m^todos del Algebra, y el proceso de, 
razonamienfco Idgico, son cosas £on las que hemos estado trabajando. 
La gegmetria propiamente es sobre lo que hemos estado trabajando. 
Empezamos con punto . recta y pl^no como t^rminos no definidos, y 
hasta ahora hemos empleado |quince postulados. A^veces los nuevos ' , 
t^rminos se definieron a base de los postul'ados . (For ejem^J-o, 
definimos la distancia PQ como el nioraero positivo dado por el postu- 
laflo de la distancia.) A veees las definiciones se han basado 
solamente en los t^rrainos no def inl(§bs . (For ejemplo, un conjunto 
de puntos ^ de puntos alineados si todps sus puntos est^n en la 
mlsma recta .) Pero en -J:odo moniento construimos nuestras defini- 
ciones mediante t^rminds que' eran, de alguna manera, conocidos con 
anterioriSad. A estas altutas hemos amontonado definicioi\e3 sobre 
definiciones con tal frecuencia 'que la lista es muy larga . Y esta 
circunstancia es .'una^ de las principales razones por la qv4fe, desde^ 

el priaclpio, tenemos que mantener claros los procedimientos . • 

* » V 

''^.v^^ misma mahera, todas las afirmaciones que hacemos aceroa ^ 
■' * ' * ^ . 

de la •^geometrfa se basan, en Ciltimo tfirtnino, en los postulados. 

A^Y®^®8^hemos demos trado teoremas directamente <Je los postulados, 

©trai veces hemos basado nuestras demos traciones sobre teor6mas ya\ 
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demostrados'; ' Pero en cada caso. la cadena de razonamientos proc.ede 
originariamente de los fiostuiadcs. 

A estas alturaa quizes te parezca una buena idea releer la 
segunda mitad 'del capftulo 1. La jer^s .ahora con mucha mayor Claridfi 
que.gwindo la vlste por primera vez . Es m^s f^cil mlrar hacia a^trds 
y entender lo que has becho, que entender por ' adeiantado una expli- 
caci6n de lo que vas a hacer. 



('-2. Demos tracl6n indirecta ' ' . 

Sefta lambs en el capftulo 1 que la mejor manera de aprender 
acerca del razonamiento 16gic9 es practic^ndolo ! Hay un tipo de ' 
demostraci6n, sin embargo, que puede requerir festudio adicional^ En 
el tfeorema 3-1 utilizamos lo que Se conoce cpmo demos traci(5n indirect 
E"l te'orema y su demostraci6n eran los siguientes: 

hi' Dos rectas diferentes s.e cortan a lo m^s en .un punt 

Demos traci6n: Es inrposible que dos rectas diferentes se encuentr 
en dos puntos -diferentes P y Q.. Esto'es Imposible, porque segCin el 
postulado 1, hay solamente una recta que contiiene a fos dos puntos 
P y'Q: . • / ' • X ' • - 

Probablemente esta es la primera vez en que has visto emple^do 
este tipo de razonamiento en n\atemmcas, pero seguramente debes , 
haberte^ tropezado con ^1 muchas veces, e!n la conversacidn corriente. 
Las siguientes dos obsei;vaci,ones son ejemplos de dembstraciones 
indirectas : ' ' ' . 

(1) "Tiene que es'l^ar llovienflo afuera< /Si no estuvi^ra 
llovi^ko, entonces estas personas que errtran por lalpuerta estar£an 
secas, pero est^n empapadas" . I ' 

(2) "Hoy qb debe ser el dfa d6b juego* de fdtBojl. Si el juegp 
fue'ra hoy, entonces el estadib estarfa lleno de gente, pero los 
4^iicos que estamos aquf somos tu y yo" . " ' ' ' ■ 



-I'll - ■ ^ 6-2 

En cada uno de.estus casos, el que habla desea demos trar que 
su primera premlsa es cierta. Inicla su demo8tracl6n suponiendo 
que lo que interesa denjostrar e^ errdneo; y entonces observa que 
^ - esto conduce .a una" cong lusi6n* que contradice.^oih dato conocido. En 

^ el palmer ca^o, se supone que no est& lloviendo; esto lleva a la 
vj, V^^"^^^^^^^^" personas flue ,entran estarfan secas, lo que 

BaigK^ contradice^el , dato. conocido de que dichas personas est^n mojadas; 

y, por Iq tfmto, despu^s de todo, est5 lloviendo. De raodo parecido, 
en el segundo'caso el supuesto de que el juego es hoy conduce a una 
contradlgci^^n con el dato sabido de que el estadio est^ vacfo. 

£n la demos traci6n del teorema 3-1, el supuesto es que algdn par 
cbe rectas dlfereKtes se encuentran en dos puntos. Por el postuiado 
1^ esto lleva a la conclusi6n de que las rectas no son diferentes 
Mespu^s de todo, Por lo tanto, el slipuesto es err6neo, y esto' 
ignbfica qfue el tegrema es correcto. 



Conjunto de problemas 6'^2a 



\ 



Para fines de ar^umerttacidn , acepta cada ^no de los siguiiijites' 
,supuestos y ofrec^ despui^s un final l6gico para cada concluBl^n^ 
a. Supuesto: Solamente los'hombres son Saltonianos. 
Conclusion: Mi madre 



' b. Supuesto: Todos los hombres son zurdos . , \ ■ 

Conclusi<5n: Mi hermano 
c. Supuesto: La ilnica oosa que indigesta^a Juanlta es el 

chocolate caliente. Juanita estd indlgeSta. 

^'^ Conclusidn: Juantta*^ * . ) 

^ ^Cufiles de los siguientes ArgumJ^tos son indirectos? 

a. La temperature afuera debe^^Jtftir por encima det 32^F. Si la 
temperatura no es tuviera jjor encima de 32^, entonces: la 
nieve no se eatarfa derritiendo. P6ro se est^ c^rritlendo. 
Por lo tantioy la temp^ratura debe estar por encima de 32^. 
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b. Aqu^lla ptlfcula debe ser muy divertida. Si no fuera muy 
divertida, poca gente irfa a verla. Pero hay muchedumbres 
que van a verla. Por lo tanto, debje ser muy divertida. 

c. El aire acondic lonado de este edlficio no debe estar funcio- 
nando bien. Si estuviera funcionando bien, etitonces la 
temperatura no serfa tan alta;. Pero la temperatura es 
desagradablemente alta. Por lo feanto,.el aire acontHeionado 
no est^ funcionando b4en . 

La seflora Alvarez compr6 un Juego de cuchillos, tenedores y ' 
cucharas anunciado como hecho de acero inoxidable. Despu^s de 
usarlo durante unos cuantos meses, not6 que el Juego empezaba a 
ermiohecerse. Decidid, puefe , que el Juego no era de acero inoxi- 
dable y lo devolvid para reembolso. 

En este ejemplo de demos traci<$n indlrecta, seflala (1) el 
enunciado que va a demos trarse , (2) la suposici6n, (3) la 
conclusi6n que resulta del supuesto, y (4) el dato que contra- 
dice a (3) . ^ ^ * 

/,Qu^ cohclu^6n puedes' deducir de l^s siguientes hiptftesis en las 
que X, y,.z representan enunciados diferentes? - ^ 

Si X, es cier to , en tone es y cierto. ' 
Si y es cierto, entonces z es cierto. 

X es cierto. • 

Suponte que tienes la' slguiente inf orm^ci<5n : 

Sd 'w es cierto, efttonces v es cierto. 

Si u eS cierto J, entonces ■ui.^^^^jejg^^-^erto . , 

Si X es cierto.^ entonces u es cierto. 

V no es cierto , - r ' 

iQud conclusion puedes deducir? , ^Empleaste ^rt algdn momento 

el ra^onamiento indirecto? 

iQu^ conclusion se ^deduce de la sigulente lnformaci6n? 
(1) A nadle se le permlte Ingresar en el club dljf|l^ataci6n a 
menos que sepa tocar el flautln. 
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(2) Nin^iuna tortuga puede toiter el flau||jfn. 

(3) , A nadle se le permite usaf\alzones cortos rayados en 

• la piscina del club a menos que sea miembro del club de 
nataci<5n. 

(4) Yo siempre uso calzones cortos rayados en la pisci^ia del 
' club . • • 

(Sugerencia: Este problema se hace m^s f^cil ai ,lo pasas 
a la forma si-entonces, como en yarios de^ los problemas 
precedentes. Porejemplo, sea A J'alguierj'^es- jun miembjro 
del club de natacidn", sea B "alguien puede tocar el 



^flautfn", etc.) 



St 



A es verde, entences B es rojo. 
SI A es azul, enton'ces B es negro. ^ V \ 

. Si B es rojo, entonces Y es bianco. " *^ 

\ 

a. A es verde, por tanto B es y Y es 

b. B • es negro. ^Serfi posible deducir una conclusidn relativa 
a A? Si lo es, indica cu^l es la conclusidn que se deduce. 

8. Demi^estra que la bisectriz de un^ngulo cualquiera de un • 

tridngulo escaleno-no puede ser perpendicular^al lado opuesto. 



Demo^traremos ahora los otros teoremas del capftulo 3. Por 
conveniencia, volvemos^ enunciar .los postulados en que se basan 



estas demostraciones . 



Pdstulado 1. Dados d98 puntos diferentei? cual^fesfluiera , 
habrfi exactamente una recta que los contengtr. » 



' ■ — ■ '> ■ " - 

Postulado 5., (a) Todo piano tJontiene p^or lo menos • 

tres puntos que no est^in alineados. 

(b) El QBpaclo contiene por lo menos cuatro puntos que 
no estin en tfn piano. 
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-N PostuIado 6. Si dps puntos est^n en un piano, en-. 
to\ices la recta que loa' contiene est^ en el mismo piano. 



i 



Postulado 7 . Tres puntos cualesquiera est^n ^or lo 
menos en un piano, y tres puntos . tiualesquiera. no alineados 
est^n exactamente en un piano. M5s brevemente, tres 
puntos cualesquiera son coplanarios y tres puntos cuales- 
quiera no alineddos determinan un piano. 



. Tcorema 3-2 . Si una -recta corta a un piano que no la contiene, 
entonces la intersecci<5n es un solo punto. 

Demostraci6o : Por hip6tesis, tenemos una recta^ L y un piano 

(1) L corta a E por lo menos en un punto P, y 

(2) E rto contiene a L. , 




Vamos a dar una demos tracidn* indirecta del teorema, y, per lo 
tanto, empezamos suponiendo que la conclusion es falsa • Asl, 
nuestro supuesto es que 

(3) L corta a E en algun otro punto Q. 

Para dar una demo9tracl6n Indirecta , necasitamos mpstrar que 
nuestra suposicl6n *contradice algo <:onocldo. Y asf es : Si P y • 
Q estdn en E, pot: el postulado 6 sabeinos que la^tecta que los 
cont'ie|ie estd $n E. En consecuencla, 

(4) L est^ en E., 



erIc 



la, 



Y 
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Esto conL.adice a (2)., Por lo)tanto, el supuesto (3) es 
Imposlbie. Luego , el teorema 3-2 es cierto. 

NoLar^s que las fl.gurds usadas para ilustrar la demo8traci<5n in- 
dlrecta-parecen^extraflas. En fa figura del teorema 3-2, hemos 

t 

indicadcj un punto Q, meramente para a^;cirdarnos de la notacidn de 
Ij? demostracidn. La* demostracidn misitta muestra que un tal punto 
Q no puede existir. De hecho, las figuras para la demostracidn 
tndirecta slempre parecen ridfculas, por una buena razdn: son 
figuras 'de situacipnes imposibles. Si hubigramos dibujado una 
, figura. para el teorema 3-1, todavfa se hubiora visto peor, quizes 
como dsta: ' 



.0 



Este es un dibujo de'una situacidn imposible en la qu6 dos 
rectas difererites se cortan en dos puntos dlf erentes . 

Teprema 3-3 . Dada una recta y un punto que no est^ en la recta,, 
'hay exactam(jnte un piano que los contiene. 




ERIC 



ETemost; tract dn : Por la hipdtesis, tenemos una recta L y un punto 
'P que no est^ en L. Por e'l postulado de la regla sabemoe que toda 
fecta cpntiene Infinites puntos, y asf L contiene clos puntos Q y R. 

* J S 
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PojT el postulado 7 existe i^n* piano E que contiene a P, Q y ^. 
Como por el postulado 6, E contiene a L, hemos mpstrado que existe 
un piano E que contiene a L y a P* 

Hasta ahora hemos demostrado en realidad solamente la mitad del 
teoifema, ya que el teorema 3-3 dice que hay exactamente un tal 
piano. Falta demostrar que no existe ningdn otro piano que contenga 
a L y a P. Esto lo haremos por demostraci6n indirecta. 

Supongamos que hay otro piano E' que contiene a L y a P, Como 
por el postulado 1, L es la iSnica recta que contiene a Q y a R\ 
sabemos que Q y R, lo mismo que P, est^n en E' . Esto cpntradice el 
postulado 7, que dice que tres puntos no alineados est5n exactamente 
en vn piano. Como ya hemos establecido que E es un piano que contiene 
^ Q y R> E' no puede existir, y E es el dnico piano que contiene a 
L y a P. ' • 

Las dos partes de la demostracidh del teorema 3-3 destacan 1*^ 
distinci6n que hay entre existenciia y unicidad . La primera parte 
de la demostracidn muestra la existencla de un piano E que contiene 
a L y a P. Esto deja abierta la posibilidaji de que haya m^s de un 
tal piano* La segunda parte de la demostracidn muestra la unicidad 
del piano. Cuando demostramoS existencia, mostramOs que hay por lo 
menos un objeto de una clerta clase. Cuando demos tramos unicidad, 
probamos que'hay ^ lo sumo uno ^/^ Si demostramos ambas , existencia y 
unicidad, esto significa que^ay exactamente uno . 

Por ejemplo, para las pulgas de un perro realengo, podemos 
gener^lmente dtsmosttar existencia pero no unicidad, (Es muy afoi^tu- 
nado el perro que tiene una sola pulga.) Para las hijas mayoref de 
unq* seflor^ da^ia, podemos obviamente demostrar unicidad, pero no 
necesariamente existencia; algunas sefloras no tienen hija. alauna. 
Para los puntos comunes a dos segmentos dlferentes, no tenei^s 
necesariamente existencia o unicidad; la .Interseccidn puedf conten^r. 
muchos puntos o exijctamente tin pilrtto, o ninguno , ' 
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ta fraae "uno y sdio uno" se upa con frecuencia^ *en vez 4e 
"eltactaltiente uno", ya que aubraya la dobXe paturaleza de la afir- 
macidn , 

Ei slgu^ente teorenia se divide en dos partes exactamente de 
la^ misma manera: 

\ Teoreipa >3:;;4. Dadas dos rectas que se. cortan, hay exactamente 
un piano que las contiene. ■* 

Per variar, dai^emos la demos traci<5n en forma de'doble columna, 
F£jate blen en las dos partes y en la forma como manejamos la 
demostraci6n indirecta en la segunda parte. , ' ' . 

Pemostrac^(5n: Tenemos las rectas dadas y L2,'que se c6rtan 
en el punto P . 



Afirma clones 



Razones 



2 
3 



5 
6 



cfontiene un punto Q, j 
dlferente de P, 
*^ 

Q no est^ en L2 / 

Hay exactamente un piano E, 

que contiene a y a Q. 
/ 

E contiene a Lj^^ 



2 
3 



Por el postulado de la 
regla, toda rqcta con- 
tiene infinitos puntos 

Teorema 3rl 
Teorema 3-3 



4. Por el postulado 6, ya que 
E contiene P y a Q. 
Supon^^os que otro plano^ tambign contiene a L. a . 

6 . Q est^ en Lj^ 



F contiene a Q. > ^ 

Cada uno los pianos E y 
F contiene a y /a Q. 

E es el unico piano que cqn 
tlene a y a. . 



7. Pasos 3y4, y5y6. ^ 

8. El paso 7 cohtradice el 
teorema 3-3. 



Conjunto de ^p robiemas 6 -2b 



1, 



^Es un tridngulu necesariamente. una figura plana? Explfcalo, 




J. 



El leorema 3-4 dice, en efecto: "Dos* rectas que se cortan 
deterininan un piano", ^Cu^atos pianos diferentes est^in 
detenulnados por pates de rectas qvx^ se cortan en esta figura? 
Suponte que las tres rectas no est^n todas en el mismo piano. 
Enumt^ra los pianos nombrando las dos rectas que se cortai y que 
lc>i determinAn . 

^Cu^intos pianos diferentes est^n determin^dos por los pares 



que se pu^den fopmar conAcuatro rectas diferentes AQ, BQ> CQ, DQ, 
cadastres de las tuaieis no situadas 'en el mismo piano? Hazluna 
lista de Ids p»lanos nombrando cada .uno mediante las dos rectas* 
que se cortan y que- lo determinan. • 
SI, en un piano Z, PT es perpendicular a la recta L y PQ es 
perpendicular a la recta L, ^qu^ conclusidn puedesi ;deducir 
respecto a y f^? ' - / ' . 
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Como se indica en la fi>w:^\ A y B estdn en el piano P. 

El punto Q eati sobre el piano P. ^Est^ la recta AB ent< 
) Iriente en P? Menciona un postulado o teorema para .fundai^ntar 

tu conclusion. Hay un segundo piano implfcito en la siAuacidn 

N6mbralo usando los tres puntos que lo determinan. icUl es 
. la interseccidn de ,estos dos planog? ^En qu^ punto cortj 

.QB al piano P? . * , 

Si A, B, C, D, son cUatro .puntos no alineados, haz una lista 
de todos los pianos det^inados por subconjuntos de A, B, C,D. 




^-3. Teoremas acerca de perpendiculares . 

Algunos i\e los teoremas bisicos' sobre rectas perpendiculares son 
buenos ejemplo's de existencia, unicidad y demostraciones indirectas. 

Teorema b^l. En un piano dado, y por un punto dado de una recta 
. dada en el piano, pasa una y solamente una recta perpendicular a la 
recta dada. ' * 

♦ 

Pato: E es un piano, L una recta en E,y P un punto de L . 

Demostrar: (i)"- Hay una recta M en E, tal que M contiene " 
a. P y L L; \^ 

(2) Hay a lo sumo una recta eh E que contiene a 
P y es perpendicular -a h. . 
DemOstracitfn de : 



Y1 



H 
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Set» H uno de los dos semi'planol 'en E que tienen a L jcomo una 
arista, y s&kK un punto dei'L, dist^mtp de P. ?or, el postulado de 
construcc^^n dei ^ngulo, hay un puntb Y de H tal quezXPY es un 
dngu><Jrecto. Sea M la recta PT. Entonces lli<L'. Asf hemos 
demostrado que hay por lo menos una recta que satlsface las condl- 
clones del teorema. 

DemostraclJh de ( ^ 2 ) : Necesitamos ahora demostrar que hay a Ip 
sumo una tal tifccta. Supongamos que hay dos de ellas, M^^ Y 

Xs un punto de L, distinto de P. ^ . ^ 
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Entonces las rectas y contienen los rayds PY^^ y PY2 que 

est^n en el mismo semiplano H ^ que tiene L cpmo arista. Por la 
definicidn de rectas perpendiculares , uno de los ^ngulos determi- 
nados por if y M'j^ es un ^ngulo recto , y ppr el |teorema 4-8 los. 
cuatro ingulo^ son ^ngulos rectos. Asf, m'Z XPY « 90, De modo 
parecido, mzXPY2.." 90. Pero esto contradice el postulado 

^ construccidn del ^ngulo que dice* que hay solamente un rayo PY, 

con Y en H, tal'que^ mZ XPY « 90. Esta contradiccitfn significa 
que nuestro supuesto de que hay dos perpendiculares ^M^^ y M2 tiene 

qu^ ser falso, lo que demuestra la segunda parte del teorema. 

La condicidn ''en un piano dado** es un^ parte importante del 
enunciado de este t^grema • Si esta condicidn se omitiera, la^ 
primera parte (la de existencia) del tebr^a todavfa serfa cietta, 
pero la segunda parte (la de unicidad) no lo serfa. Esto se vfe 

♦ 
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f^qllmente pensando en- la relaci6n entre los rayos de una rueda y, 
su eje,- Asf, el omitir esta cpndic£6n nos darfa un ejemplo de un 
teoreipa de existencta c^mfitrica sin su correspondienteikeoirema de 
unicidad. La situacidn con^raria, un teorema de unicidad sin su 
correspondiente teorema existencia, ya ha sido considerada en 
este capitulo. ^Ppdr^s indicarla? 

De£inici6n , l.a mediatriz de un segraento, en un piano, es la 
recta en el piano que es perplendicular al segmento y contiene su 
puntjo medio . , 

Todo segmento tiene exactamente un punto medio, y por el punto 
m^dio hay exactamente una recta perpendicular en un^ pi»^o dado. * Asf, 
para las mediatrices en un piano dado, teneraos ambas cosks: exis- 
tencia y unicidad. 

El.siguiente teorema ofrece una caracterizaci6n de los puntps 
de una mediatriz: . " 

Teorema 6-2 . La mediatriz de un segmento, en un piano, es el 
conjuntb de todos los puntos del piano que equidistati de los ^ 
extremos del segiAento . v 

I)e otro modo: Sea L la mediatriz del^ segmento AB, en un 
piano E, y sea C el punto medio de AB . Luego, 

(1) Si P est^ en L, entonces PA PB, y 

(2) Si P est^ en E, y PA - PB, entonces P est^ en L. 

tJota que el^uevo planteamiento del teorema nos dice clar^amente 
que la demostracidn constar^ de dos partes. - En la primer a parte 
demostramos que todo punto de la mediatriz satisface a la caracte- 
rizaci(5n, ^sto es, equ^dista de los extremos del segmento, Pero 
el teorema dice que la mediatriz ^s el conj\into 4e todos esoh 
puntos. Para demostrar esto, pues, debemos mostra-r tambi^n que 
todo punto tal,* caracterizado por equidistar * de los extremes del 
segmento, esti en la mediatriz. Estor ultimo es la segunda parte 
del nuevo planteamiento del teorema. 



Demos tracldn de (J.) : Dado un punto ' P de L, si P est^ ' 
en AB, entonces P - C, y es to signifies "que PA - PB, por u' 
definicidn de punto medio de yn segmebto. Si p no ^st^gn la " 
recta entoncesf ' >^ 
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PC - PC por set una identidad, y CA - CB, <iPCA ^ J.VC^ por la , 
hipdtesis. Asf, por el postulado L.A.L., 

APCA APCB. > 
Por lo tanto, PA = PB, que era lo que se querfa demostrali^t 
Demostr^ci6n de (_2) : Se da que P- est^ en el piano E y 
PA - PB. Si P' est^ en AB, entonces P es el punto medio 



C de AB, y, por tdnto, P e.t^ en L. Si P' no est4 en AB, »ea 
L' ia recta PC. ♦ * • • 




Entonces PC - PC, .CA - CB y PA - PB; (^Por qu^?) Por el 
teoreraa L.L.L., » ' * , ^ 

• APCA -a APCB. . f . 



. iue'J^cr,' < ZPCA ^-ZPCB. Y, por deflnicl6n, L'i AB y. f)or cons£- 
guiente/,'L; (is la smetliatriz de.^AB. Por lo tanto, nor el teorema 6-^ 
L •».L, y p. eat^ en L, lo que se querfa demo^trar.' 

' • Demos tramos ahora el an^logo del teorema 6*1 para el caso en que' 

eL ii^y^oj;: <iado no est^ eij la , recta dada , Qoriio la. demos tr'^ci6n es 

■'. ,(ttuchift.vin<Ss complicada que la del teorema 6-1 , 'enunciaremos y demostra- 

.irtjrftos Ut?<'partes de existencia y unicidad d-omo teoiremas separados.' ' 
. , ■ ^ • .' ' ' ' ' '4 , - . 

. 'Pftr.'sei^.iw^s sencillo, empezamos con la unicidad. . 

• ' Xt-'t/rema b^i- DesUe un punto externo dado, hay a 4o sumo una 
recta perpendicular a una recta dada . . " - 

P.t^-'»*^raci6n : ^Al igual que' la mayor parte de- las demostr^clohes 
de unCctdad, 6sta es una dem.ostraci6n indir^cta. Supongamos que" 

^ ^2 ^^e<^tas distintas que pasan por P, siendo cada una de' ellas 
per pendi,oular a L. 

♦ 

Dtgamos que L cdrte a L Ten A y corte a L en B . Como 
las reetas ^on distintas. y anvbas pasan por P, tenemos que necesa- 
riaoiente A ^ B ,( teoVema 3- 1) . * ' ^ « 

S'obre el tayo' opuesto a A? t6memos AQ ^ AP (teorema de local!- 
2aoi6n de puntos)., Entonces AQ - AP, AB = AB, m Z FAB « m z QAB - 90, 
y as! /NQAB APAB por el pojstuladD L.A.L. 

dedude quje i . ^ 

i ^ . ^ mZQBA - mZPBA = 90, ' * 

y, pur tanto, JijQ LL^ Esto contradlce el teorema *6-s4 , el cual nos 
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dica que hay solamente una perpendicular a L en el punto B 
que est^ en el piano que copkene a L y a L^.jLuego, nuestro 

*supuesto de q^ue pudiera haber. dq^ perpendiculares a 'l pasando por 
? es falso. . C . • • ■ ' 

Corolario 6-3-1: A lo sumo un ^ngulo de un tri^ngulo puede ser 
Vecto . - - * 

■ ^ .Porque si ea el AABC, zA .y z B fueran ambos rectos tendrfamos 
dos perpendiculares desde C a AB". 

_^ lS>e£iniciones. Un tri^ngulo rect^n^ulo es un tri^ngulo ^uno de 
puyos ^nguios es recto. El l^do opuesto al ^ngulo recto es.Xa-hipo- 
tenusa y*ios lados adyacentes al ^ngulo recto so^ los catetos . ' 

- Teorema 6^. Desde un punto externo dad/, hay por lb merios una 
recta perpendicular a" una recta dada. , ' ' 

r 

0 de otro modo : Sea L una recta y P un punto fuera de L. 
Entonces hay una recta perjiendicular a L y que contiene a P. 




Q 




P^^imprp explicalremos c6mo se puede construir la perpendicula/, 
hac'iendo el dibujo en uitd' hoja d9 papel usando 'regla y transportador 
Der'rti^todo de construccidn se veri claramehte c<5mo se puede demostrar 
el teorema mediante los postulados . " - 

' Paso j.. -^ean Q',y R dos purit<}s cualesquiera /le la recta L. 
Midamos el ^ngulo zPQR. • 
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Paao 2, Usando el transportador^ construyaifios un dngulo ZRQS, 
con la misma .medida^ del ZPQR, pero tomando S del lado de la recta 
L opuesto a P. 

Paso 2- Midamos la distancia QP. Tomemos un punto T en QS 
tal -que QT - Qp!S^ 

P^o 4. Ahora dibujemoa 1^ recta ff. Esta es la p^erpendicular 
que buscamos . Para saber ^la raz6n de ello, estudia la demos traci<5n 
que sigue. Prlmero, sin embargo, deber^s ensayar esta" cons truccitfn 
coy tu regla y transpor tador , y tratar de vpr tiT mi^o por qu6 obte- 
nemos asT la perpendicular desQada?^ 

Dispongamos ahora la demostr^cidn en la forma de. doble columna. 
Cada una de las prim6ras a^f irmaciones de la izcj^ierda corresponde a 
uno de los pasos seguido^al trabajar con nuestros instrumentos de 
dibujo . , ^ 



Af Irmaciojies 



Razones 



1. L contiend^ dos pyntos" Q y 

2. Hay un ^nguloVRQS, congruente 
al ZRQP, con S y P a lad^os 
diferentes de L. 

3 J Hay un punto del rayo Q§ 
tal que QT - qP . 

4. T y P egt^n a lados opuestos 
de L. 

5. -TP corta a L an un punto U. 
6.. Al^qu - ATQU , t / 

7. zQUP - /QUI 

8. /C^P es un ^ngulo recto • 

9. - PT IL 



•1. 

2. 
3. 



5 
6 



Postulado de la regla 

) 



Ppstulado de la construccitfn 



del ^ngulo 



Teorema de locali2;aci(5n 
de puntos 

P y S est^n a lados 
ffpuest6s^le L, y S y T 

est^ al mismo lado de^. 
Definici6n de lados opupstos, 
' Afirmaciones 2 y 3 y el 
postulado LlA.L. 
Definicic^n de congruencia 
entre Cri^rigulos ^ 

Definicidn ,de dngulo tectb 

i 

Defini^idn de pe^^p^ndicu- 
laridad ' ^ ' ' 
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Esta demostracidn se parece algo a la demo8traci6n' del teorema 
L.L.L. (te0reina 5-6), Como el teorema anterior, tiene varies cases, 
uno solo de los cuales (aquel en el que U y. R estAn al nfisrao lado 
de Q) est^ totalmente trata^do por. la demostracitfn que acabamos de 
presentar. Las modif icaciones necesarias para los otros dos casos 
(U - Q y Q est^ entre R U) quedan como un ejercicio para el 
alumno , • ^ 

* - ' Conjunto de problemas 6-3 

1, Si BC - DC y ECl BD, 

demuestra sin utilizar ^ 
tri^ngulos congruentes que 
EB »» ED. 



Si AElFH en B, como se 
ilustra en la figura, y los 
i^egmentos tieni^n las longitudes 
indicadas, harla x, y, 2. * 



Datos: PA - PB, M es el punto^ 
medio de AB, y . Q est^ en la 
recta como se ilus(;ra en la 
figura. 

't)emues tra que QA - (JB . 
(Haz la demos traci<5n en forma de 
p^rrafo .) ^ 
























1 ^ 


,E 



H 
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4.^'Dato8: La recta -m es la mediatriz del s^gmento ?reaU 
del mismo ladd de \ m que ;q. R' la intersecci(5n de ni y FX. 
Demuestra que PT - PR + RQ.- 




Copia la figura. Siguiendo los p'agos seftalados en el texto, 
cQnstruye^perpendicu lares desde A* B y X a la recta L. 

' .A 



r < 



-A 



• B 



Copia la figura. Usando regla y transpor tador construyj 
perpendicu lares desde A y F a HB. 



H /K 




7. ^Muestra el teorema ^-4 la exlstencia de una «ola perpendicular 
a una recta desde un pun-to fu^ra de^ella? Si nos limltamos al 
J piano, imuestra ^1 teorema 6-1 la exl'stencia de un^ sola /,. 
perpendicular a una js^^cta por un punto de ella? • 
^n. ^dan el tridn^ulo isosceles ABC con ' AC - EC y las bisectripds 
AD y St: dezA y zB. AD y BE se cortan en el punto 'P. 
Demuea^ra que^ CF es perpendicular a AB. (No necesitas utllizar 
^ tri^ngulos cotigruentes en la deraostraci^n . ) 



vt9 
^10 



Una diagonal de un • cuadril^tero biseca a dos ^nguloa* del 
cuadriiatero . Demuestra que. biseca a la otra diagonal, 
En esta figura se da: 

H 

RC - SC , 

Q es el punto medio de RS, 
. ZRCA = ZSCA 
Demuefstra que AQl RS . 




6-'4 . Empleo de conjuntos auxillareg en las ■ deinostra(;iones 

r 

/Probabiement^ habr^s notado que al demo$trar algunos teoi^emas) 
recientes, tal^s como los teoremas 6-2 y 6-4, empleamos ciertos 
puntos, rayos y segnientos en la fi^^ifa adem^s de los especif icados 
en el teorema . Posiblemente te pr^c^cupen- das pr-eguntas : 

1. ^C6mo podemos justificar el empleo de tales ttonjuntos adi- 
..cionales en las demos traciones a base de nuestrofe ppstuladosfv ^ 

2. ^C6mo sabemos curies de estos conjuntos, ai es 'que son nece- ' 
sarios, deberari emplearse en la demostraci6n de un teorema? 

Es f^ctl contestar a la primera pregunta. Al tratar-con teoremas 
,fliPS preocupan corrientemente varias relaciones eyitrq ciertos puntos, 
rectasV pianos y subconjuntos de ^st^s, y como medida prdctica, en * 
ias demog traciones de tegremas tdmamos ciertos pianos o rectas y 
clertOB* pUntos en ellos. Fre^^cuentemente no nos preocupamo« de 
Justlficar .este proceder. For ejemplo, si se nos da una recta. 



podemos. inmeUlat^m6nte . llama^^la PQ. • Cuando S6 nos pida una ra^z6n, 
siti embargo, podemOs refetirnos al postulado ^de la regla, que dice que 
una recta contiene, infli^itos puntos, y, por- lo tanto', los c|os. puntos 
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P y Q existen, En forma semejante , 'dadys dos puntos A y B, * podemos,^/ 
hablar acerca de con completa confiar^aa, ya que rapresenta una 

r<^cta cuya existencia y unicidad garantiza el postulado'l. (V. seccidn 
.6-2.) • ' 

La preocupacidn y cuidado de , justif icar existencia y unicidad 
adquiere .particular signif icac£6n cuando empleamos en la deraostra- 
ci6n cier'to3 puntos, rectas, segmentos, y deiji^s, que no ap^arecen en 
el teorema que se trata de demostrar. Ciertamente no podemos usar 
estos conjuntos en nuestras demostraciones si no existen en las' . - " 
condiciones de nuestra geometrla,* excepto, desde luego, en una . 
demosVraci6n indirecta, en la que el prop6sito es demostrar que no 
pueden existii^, \ 

En la tabla que sigue eijiujaciaremos los postulados y teoremas 
ya estudiados .que pueden usarse, en forma- apropiada, para inCro- 

ducir conjuritws auxiliares en las demostraciones • 
Conjun-tQ Geom^tricQ ^ ' Existencia Unicidad 



1. « Punto , 

a. Punto medio'' 

2. Recta ^ ^ 

a.' Perpendicular 
en un punto de 
una recta, en «n 
piano 

h, Mediatri;^, en 
un piano 

Perpendicular' . 
desde un punto 
fuera de la^ 
recta 

3 . Piano 



4» Rayo segCin se usa en 
) la medida de ^ngulo« 

a. Bisectriz de un 

dogulo 
5 • SegmerrCo 



Postulados 3 y 5 
.Teorema 2-5 
Postulados 1 y 8 
Teorema 6-1 



Teoremas 2-5 y 
6 -J / 

Teorema 6-4 



3y 



\ 

Postulado 7 
Teoremas 3 
3-4 

Postulado 112 
Teorema 5- 



Postulado 1 y defi- 
nic*6n de kfegmervto 



.Teoremas 2-4, 3-1, 3-2 
Tfeorema 2-5 
Postulados 1 y .8 
Teorema 6-1 



Teoremas 2-5 y 6-1 
Teorema 6-3 



Post^Glado 7 . ' 
Teoremas 3-3 y 3-4 ' 

Postulado 12 \ 

Teorema 5-3 

Postulado 1 y* definiciSn 
de segmento 
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Puedes ver en esta tabla que ya sabes bastante acerca de la natura- 
leza de nuestros tres t^rminqs b^sicos no definidos. 

reSpuesta ^ la segunda pregunta presenta un problema mCiy 
. diferente de la respuesta d la primera. Llegar a saber 'cu^ndo 

empLear conjuntos auxiliares en una demos traci<5h^s sobre todo parte 
del proceso de aprendizaje para razonar l(5gicamente . * Re^uiere-mucha 
pr5ctica. Tralemos un eje'mplo para ver c6mo funciona esto. 
Ejemplo J: . ' ' 

Da to: La figura piana con AD = AE y CD = CE, 



Demuestra que ZD /g, 




C 

Puesto que'todos nuestros postulados y teoremas relativos a la 
congruencia han versado sobre tri^ngulos, parece razonable que 
nuestra figura deba cpntener algunos tri^ngulos. Podemos conseguir 
esto fdcilmente trazando AC o DE. 

'\ Supongamos que empleamos DE de modo'que nuestra figurd tenga 
el aspecto siguiente: A 




\ 



, Est^ nos pertnite completar la demostracidn, ya que mzADE « m zAED 
y mzCDE « mzCED^ nos da mZ ADC = m Z AEG por el postulado de ' 
adicitfn de 5ngulos . . / ' ' 



erJc , ' 



[ 
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SiJ^hubi frames trazado el segmento AC'^en vez de DE, nuesthra 
demos traci6n, esta vez en forma de doble columna, serfa algo como lo 
que va a continuaci6n : ^ ' • * 




Demostraci6n: 



Af irmaciones 



Razones 



.. 1 • * Dlbujemos AC . 



. 2 
3- 

■ * 

5 



AC AC . 

AD = AE y CD •= .GE 

AADC 3« AAEC* 

ZD '^/ae • . 



2, 
3 

5, 



Postulado 1 y definici6n de 
segmento • \ . 
Identidad 



Da to 



Teorema L.L.L. 
Definici6n de tri^ngulos 
coimgruerites ^- 



Cada i4na de las soluci-dnes^ al e^emplo 1 esV CQrt:ecta- Determinar 
cu^i '.sp esco^e queda a tu gusto. . Pero debemos seflalar que . en, muchos 
probiemas en los qufe hay^ opci6n,^3;a decision tomada determinari el 
grade de dificultad de la demostraci6n . Conviene pensat en cfimq 
ser^ cada solucitfn antes de redactar formalmente una de ellas. ^ 

Un aspecto impptt^i^te del aprendizaje sobre 1^ que se p'ufede- 
em^lear en una demostracidn se ilustra si eliminamos de .la hi|p<5^;eisi8 
del ejemplb 1 la CQndici6n de que Visi figura sea una^figura planar 
51 D no est^ . en iel piano de A, E y Ci :por lo me\ps una de l^s 
soluciones ho es' v^lida. ^Habr^ una gue sea v^|.ida? ^Si la hay>; ^ *- ; 
^ ^cu^l es? • ; ' . > . I ' • . . v ^ 
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^ Una dltima advertencia a^es que empieces a empldar. con juntos 
cauxiliares en tus demostraciones . Al, contestar la pregunta 1 
tuvipiQS cuiclado de decir que cada uno de los. pasos« debe justifi- 
carse; es decir, que todp punto, recta, piano, y dem^s, deberi 




i: a ve 



existen(/ia fundada 'en nuestros postulados. Los alumhoa cornet^ 
or 4e no fijarse en esto. Por ejemplo, puedes pensar 



' . . . _ _ r J IT. 

que.es posibli^^os^^^^^^ la afirraaci(5n "Todos los ^ngulos »son / 




fcongruentes" mediahte"^ et siguiente argumento: 

t • \\ 

E -lemplo 2 , . . . ' v> . 

Dado cualquier,. AABC, damu^stra que 
ZB ^ ZC. 

^ Demo.stjc;ac4.6p, : ' Tracemos 75 en el AABC, 
. bisecandq pl/zA y perpendicular /a BC . 

. ' lEntoncea->ZBAD ^ zCAD por la definifidn I 
de bisectriz de un angulo, AD = AD por ser 
/ unai ideintidad, y zBDA = ZCDA por la definici6n de perpendicular y el 
dato^e,.,qufe todos los dngulos rectos son congruentes. Por Ic^ Canto, 
' . ABAD^^ ACAD por A.L 

.1 ' cuesta tnucho darse cuenta del serio error.'de esto que llamaraos 

. .demostracidn,. El segmento [AD, como bisectriz de^un Angulo y 

petpendiculaf a la bas^, no>exiiSte de acuerdo con nuestros ^postulados 
M'^s aC5n, la figura muestra qUe .el AABC aparenta ser isosceles' y esto 
hace que AD aparezca como se present6 en la demostiacidn. Si la f igura 
fuese asf, . ^ 



ciertamente qu6 no pensarfatfen utilizar AD copo lo hicimos. 
Esto nosHleva una vez ra^s a decir que la figiira es meramente . una 
conveniencfa para, ayudarte a pen-fear durante tu raz'onamiento en 
conceptos l(5glcos.y palabras escggidas con grarx cuidkdo. 



^ ^ Con.junto de problemas 6-4 

1. Datos: A, B, C y D esUn en ^ 
un piano, AD = CD , tn ^A = m z C. 

■ Demuestra que AB = CB. * - ^ ^ 

• ^Ser^ vilida la demostracidn 
si A, B, .C' y D no estdn en un 
mismo piano? ^ 



f 



Datos: XY =« AB, AY ^'Icb". 
Demuestra que AXOY ^ aAOB, 






DaKps: E, A, S. e Y est^n en 
un piano, ZE = ZA, = SA. 

Demuestra que ZY =ZS. 



Pr;epara una segunda soluciSn al probletna 3 empleando segmentos 
auxiliares diferentes de Iqs quej usaste en la solucitfn original 
del probleraa . . . • 

Si AC - AB y CD » BD en la 
figura plana, ^demuestra que ' 
ZACD^zABD.' Prepara una 



deraostracidn correct^ para el 
caso en que la figura no sea 
plana . 
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6-5. Interposlcltfn y separacl6n . " 

Los, alumnos con facultades erf tigas habrdn <iescubierto dos 
partes del cap£tulo 5 en las que las demostraciones dadas no est^n 
del todo corapletas.. Estos defectos aparecen'en lo6 teoremas 5-3 y- 
5-6, y son may parecldos en ambos, pues consisten en xxo demoatrar 
por cju^' un cietto punto .cae en el interior de un cierto ^ngulo . Eh 
el^teorem^ 5^3 tenetnos que saber si D- est5 en el int^fipr del 
^CBAC antes de poder cone luir, que AD biseca a este iingulo.^ Y en 
los pasos 9 y 10 del teorema 5-6 tenemos que saber que H 4stA 
en el . interior del ZABC y del ZAE'C antes cie poder aplicar el 
postulad(i) de adicidn de ^ngulos. * ^ ^ 

En ^stas partes no basta con observar que en la figura lo.s ^. 
puntos caen en^los sitioft apropiados . ^ Recuerda priinero que yxx 
dibujo es solamente una aproximacidh la verdadera situacidn 

" • geom^trica,. y segundo tambi^n es s<5^1o ^una figUra entre infinitas 
. . posibles y el teorema debe ser demostr ado , par/a todos los casos . 

Te/'l^fegunt^r^s quizf^s por qu^ se presenta una demos t:raci(5n 
incomikl^ta en un texto. La raz6n es que l^s demostraciones de las 
propiedades de separaci6n .tales como ^std son con frecuencia largas, 
complicadas y carentes de irfter^s, y que aftaden poco o nada a la 
idea esencial de la demostraci6n. Si entiendes- las demostraciones ' 
de estos teotemas segiSn fueron presentadas, pero" no notaste lo 
incomplete de estos pasos en particular, no debes preocuparte por 
' ' tu competencia en geometrfa. Durante muchos siglos los estudiosos 
, discutieron si p^sos como €stos necesitaban alguna justiftcaci(5n. 
Sin embargo, los matem^ticos est^n de\acuerdo hoy dfa en que 
ailn tales pasos ''obvios'' requiereti iuna demos traci<5n I6gica, y pbr 

I eso presentamos aquf dos teoremas y algunos problemas para li^nar *, 

*» * ' ■ . 

las laguhas en, estas' demostraciones y en otras poi^trw^^r^ati^.- 
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^ Tearema 6-5. Si ^ est^ sobre la rex:ta. L, entre A y c, 
entonces M .y A" est^n. al mismo lado. de otra recta cualquierl 
L' que contenga a C. / 




/ 



Demos bracl^n: La demostiracidn serd indir^ecta. Si M y A 
est^n a lados opuestos de ' L' '(en el piano que contiene a L y L')' 

:entonces algdn punto D de L' e|t^ en el segn^ento AM., Por "lo 
tanto, D esU entre A y M, por ik definici6n de un ••segmento . 
Pero D esta en ambas L y . Por • lo tanto , D = C . Luego, 
C est^ entre A. y M. Esto es imposible, porqye M est^ entre 

•A y C. (V. el teore^a2-3.) ,, . ....;vv 

^ ^Podemos ahora demostrar un teorema que completa la demostraci<5n 
de los teoremas 5-3 y 5-6 . " ' ••• . 

Teorema 6-6. Si id ^st^ entre A y C, y B es cualquier 
punto fuer^ de la recta Acj, entonqes M est4 en el interior del /ABC 

^ : . ( • 



Demos tracl6n ; For el t^orema anterior, s^abemos que M, y A 
est^n al mismo lado de . Aplicando de nuevo el teorema anterior 
(intercambiando A y-^C) sabemos que M' y *C estfin al mismo lado 
de" For. la definici6n del inteiMor de uh ^i^lo, estas d^s , 

afirmacioaes nos dicen que M eat^ en el inte'rioij del ZABC, que 
es. lo que se queria demostrar.^ 

^ . Conjunto de prol^lemas 6f-$ 

Nota:. En^'stos ejercicifts no, se deber^ tomar infOrmacidn alguna" 



de las f iguras . 

"1. - . / - A - 




Se da el AABC con F entre A y C, X entre Ay B, y 
Vt en el Interior del AABC. Compl&ta las siguiente^ afirma- 
ciones, y da razones para .justiflcar tus respuestas. 

a. R est^ en el interior del,, Z •' 

b. X est^ en el interior del z • . 

c. Q est^ en el Interior del z_ , el. Z 

y el z ' ' ' > 
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•El sigvaente argumento defectuoso, "demoatrando" que un ^ngulo 
obtuso e> congruente,a un ^ngulo r^to.," subraya la importanoia 
de saber a 'qu6 lado de una recta cae un punto. 




J ■ • . . . ' 

Supongamos que ABCD es un rect^ngulo, como en- la figura, 
y que el lado BC se gira hacia afuera de mc^do que BC' - EC 
y el ZABC' es obtuso. Hagamos que la me^iatriz de AB corte 
a la mediatriz de DC' en X. Si X est& debajo de AB como 
.aparece en la figura, tenemos que AAXD - ABXC' por *el teorema 
L.L.L., y, por tanto, m Z DAX -= mZC'BX. Tambi^n, AEAX'» AEBX/ 
por L.L.L.,' y asf m ZEAX « mZEBX. Restando, se deduce que 
m ZDAE - m,Z C'BE. 

■11 I, I 

Si X cae por encima de AB, como en la figura que sigue. 




A E B , 

encontrairios*, e^actamente iguafl que antes, que ftiZDAX - mZC'BX, 

mz EAX - m/EBX, y la igualdad des^ada,, m Z DAE - mZC.'BE, se ' 
obtiene medlante una suma. . 

* * ,4. 

iCu^l es el error del argurnerjto? 
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. Supongamos glie ABC e*s un tri^ngulo 
y D un punto entre B y C. 
, Demuestra que si L es una recta en 

piano del AABQ que corta^ BC en.D, 
entonces L corta o bien a AC o a AB . 
(Sugerencia: Si ' L conticne a hf 
entojnces L corta a AB. Si L no 
* contiene a B, entonces SQ,an Ht , Ho ' 

los dos semiplanos en que L separa al 
plant) del AABC, siendo el que Con- » * * 

Ciena a B. Como A. puede Bstar en L,^ o en Hj^ o en hay 
tres casos para cpnsideraci*6n .) > " 

Un^teorema cuya verdad parece obvia es a mejiudo de diffcil 
demQstracidfi . Un(t^orema de esa clase es el siguiente, que* 
se supone cierto en la demostraci6n del teorema 7-1 del prdximo 
, capftulo . ■ ^ * , \ . . 

^ • SupojngamOs quQ ABC es un tri^[ngulo, D un pumtb entre 
A y . Q, y E un punto en ^C m^s all& de C. Entonces todq 
punto ? de B,D m^s all^ de est^ -^n el interior del ^^ACE . 



Lo que debemos demo 



nostrar yej 



s que. F est^ al mismo lado 



de B^ gue A, y que F est5 al mismo lado de aS que E 

a. iC6mo *^8abemos que A y \) est^n 

ft * 

al misriio Igdo de S^? ^Qug ' 
teorema implica que "^D y F estfiq^,' 
a ese mismo lado? * ' . 

b. Demuestra que si IJ^, H2 soHj^los 

clos semiplanos en que X? separa 
' a 1 'piano de la figura ,y B esti 
en Hj^, entonces ambos E *y F 

pertenefcen a H 2 Esto demuestra 

que F, est^n-al mismo lado 4e AC* 
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Otrb Ceorema cuya verdad se acept/a frec'uentemente sin.demos- 
traci(5n es el siguiente: Si D ' es un punto ^f»i»^j^n^rior del 
ZABC, entonces BD corta a AC. J ^\ 

Sugerimos m^s adelante una demostraci6n en la que usamos 
el "artificio" de_;considerar el A^AC, en el que E es un punto 
de aS m^s all^ de B. Esto nos permite aplicar ^os res'ultados 
del problema 2. Las partes a ^ b que sigaen se utilizan. 
para demostrar que no corta a EC, — 

a. Supongamos que Hj^, H2 son los dos 

semiplanos en que ^ divide al 
piano del ABAC y que 'A est^ en 
H^. ^Por qu^ ^star5 . D ,en Hj^? 

iQu^ teorema implica que todo 

■ — 
'punto^de BD que no s^a B est^ ^ 

en ..Hj^? ". ^P©r qu^ est5 ^E en ^ 

iQu^ teorema* implica que .todo punto de EC que no sea ( 
. esti en 1^2? i^ox qu^ EC no coirta a isb? \ 

b. iPor qu^ EC no cort^a el rayo opuesto ^ b5? 

c, ^Por qu^ corta BD .a AC? 

d, ^Por qu^ el rayo o^Suesto a BD no corta a^. JjcV 
El teorema siguiente p.uede utilizarse en vez de las partes 
a 2 ^ problenia 5 para ^demostrar que A y C Caen a 
distintos la^dos de BD: • ' 

Teorema: Si el punto D est^^en el interior del ZABC, 
©nto'hces A no est^ en -el intferior d€l ZDBC nl'est^ C 
en ei interior del ZABD . , ■ 
Demuestra este teorema/ ^ 




Hay programas vde geometrfa que-'utilizan ^otros eiijtenias de postu- 
lados distintos de los quehemos adoptado. Un postulado tornado 
de unowde esos slstemas es el siguiente: 

Si ) A, bT^^C, D, E 8ou^jj^0t^o& tales que A B y C no es 



A y E mientra9 Id est^ entre 
entonces hay un purlto X tal que X jest^ ent-r^ 
mientnas D est^ entre E y X, 



aline^os y B est^ entre 
B y ^ 

If 

A y' C 

Este enunciado se puede demostrar usando nuestro slstema de 
ostulados. 

iPor qu& est^n A, B, C, D, E 
en un planO? 
b. Demuestra, usando el postulado 



de s^fi^raci6n del pldno, que / 
ED corta a AC en un punto^ xV 




y 



X est^n a lados 



punt 

entre A y C. 

Podemos demostrar que D est^^t 

entre E y X probando que E 

opiiestos'^de alguna recta. ^De qu^ recta? 

Sean' P y Q puntos a lados opuestps 

del piano E y M. el punto de interseccldn 

de PQ con E. Indic^^u^les de las . , 

slgulentes af irmaciones son ciertas y curies 

If * 
falsas . 

a. Si L esluna recta en E perpendicular a PQ, entonces 
P y Q eVtar^n^a distinto iado de L en el piano 



b. 



c. 



d. 



detertninado^plor P y L.' 

Si L .es una recta en E que pasa por entonces 

P y ^ estar^n a distinto lado de L eA^el piano determl 
nado por P y L ^ - . * 

Si L es una recta en E, entonces y Q estar^n a distinto 
lado de L en el piano determinado par P y L. / * 

P . y Q estardrt a distinto lado de todo, piano que Jpase por 
M y no contenga a PQ- , 

20^ 
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/" ' , Capftulo 7 

*■ . > ■. , 

' ' ' : , ' 

X ■ ■ , 

^^^^^^Dprtn^J)ADES GEOMBTRICAS / ' " ^ 

7"!. Forroulacldn de con.leturas plausiblea * 

Hasta ahora; en nuestro estudio de la geometrfa del tridngulo, 
hfemos venido tratando^'golamente con condiciones en las euales 
poderaos decir que dqs segraentos soi(t de igual longitud, o que dof 
ingulos tienen igual raedida, Procedereraos ahora a estudiar condi- 
ciones ^en laq cuales podemos decir que un segynento es mds largol 
que otro (es-4^ir^ que. tiene'raayor longitud), o que un dnjulo es ' 
mayor que otro (e^j^ es, que tiene mayor medida) * 

A pejjar de eso, riio empezareraos demostrando teoremas • Nuestro 
primer paso ^rd", -en cAifibio, hacer algunas conjeturas plausibles 
a<:erca del tipV de afirmaciones que deben ser verdaderas- (No 
deberemos llamar Xeoremas 9^ estos enunciados hasta que se demuestren) 

Un ejeniplo: Dado un ^tridngulo con dos lados de longitudes 
ddsiguales, iqui pqdemps decir acerca de los ingulbs opuestos a esos 
lados? ^ 

\ Notaris que este problema^ lf)arece consecuencia natural del 
teorema 5-2 qu^^^ce que 'si dos lados de un trl4ngulo tienten la misma 
longitud, eIitoncefl^ los dngulas bpuestos a ellos tienen la misma 
medida . \ - . ' 

Puedes examinar esta'^situaciSn dibujando un tri^ngulo que tenga 
dos lados de longitudes patentemfente desiguales, como ^ste: 




/ • 



% 



■ 7-1 - 2oe - - . . • . ■■■ * ' 

* • • * i 

Aquf BC es mayor que AB ^ y m / A es mayor que m ZC. Despu^s - * ^ 
Me dlbujar unos p^os tri^ngulos mis, te convencer48 seguramente 
. de que la 8ig>f*lente a£innaci6n debe ser v6rdadera: ' - ' ' 

Si do8 lados Ae un tridngulo tlenel^ longl^tudes d^slguales > 
entonces los ingulos opuesto^ a. ello& / tlenen med^das deslguales , 
y el ingulo mayor es el opuesto al lado mayor . 

Ensayaremos ahora el mlsmo procedimiento con los problemas 
siguientes: ^ 

Con.junto de problemas 7-1 . 
He aquf algunos ejerciti^^^^jpara que los ehsajjeg, 

1. Considera triingulos con dos ingulos de medida desigual' Escribe 
^ un .enunciado que^te parezca cierto relativ.o a los lados opuestos 

. , a esos iSngulos . 

2. Considera varios tiriingulos ABC. ^Cdmo se compara la suma 

AB + BC con AC? BC + AC con AB? AB + AC con BC? Estas 
respuestas sugieren una conclusi6n general. Si crees que esta 
conclusion es cierta para todos los triingulos, red^tala como 
una proposicidn. 

3. Considera un cuadriUtero RSTQ. ' l^\x6 relaci6n hay entre la suma 
RS + ST + TQ y RQ? Escribe una proposicitfa sugerida por la ' 
respuesta. ^ ' . 

|4. DibUjayvarlos tri^ngulos en los que. la medida de un ingulo sea 
ciidavez mayor, pero en los que . los lados adyacentes mantienen 
su longitud original. ^Qu^ puedes decir de la longltud del 
tercer Iddo? . - 

^.^ Dibuja el ADEF y el AX-YZ de manera que DE - XY, FE - 2Y y • 
• mZDEF> mzXYZ. Compara y XZ. Y • , 

6. ExamlnandQ los tri^ngulos APDQ y Z!JUN en If^que .mZPDQ - m ZJUN 
.Pl)>JU,' y Qp - NU, una persona Irre^iexlva pd|^r£a llegar a la 
concluai6n de que -FQ >-JN. Dibuja una flgura que ilustre C(5mo 
esa conclusion no est^ Justiflcada. 
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7. A es un punto en, el piano E, 
^ ' ' '* . 
AB es un r^yo que no est^ en 

E, y AC es un rayb en E . Consi- 

derando pociciones diferentes de 

AC, describe tan precisamente 

como puedas la posici6n de AC « 

que haga el ZBAC tan pequeflo como sea posible; tan grande como 
" sea posible . No se espeira que ofrezcas una demostraci6n, pero 
se te piUe que de« la respuesta a base de tu conocimiento del ' 
espacio . • ' . » ■ 

8. ^ Mediante dib^jos decide. si ser^ o no posible trisecar un ^ngulo 

utilizando el^iguiente procedimiento : * A 

^ Sea el AABG un tri^ngulo is6sceles 



- con lados congruent^s AB y AC- 
Tri'SfeCa el lado BC en los pantos 
D, E de manera que BD - DE « EC. 
\ iSeri ZBAD * ZDAE -^ZEAC? , 




7-2. El ^lj5;ebra de las desigualdades , • ' 

Antes de considerar desigualdades ^om^tricas , repasaremos ^ 
algunos d'^Tios ^acerca de las desigualdades entre num^Yos reales, 
Notiaris prinferp que a<b 2 b>a son meraraente dos marieras dife- 
rentes escribir lo mismo; usaremos la que nos parezca mAs conve- 

niente, por ejamplo, 3. <5 6 5 >3. - — - 

I ■ 

Def iniciones . Un niSmero real es posltlvo ^i es mayor que cero; . 

es neRativo si es^menor que cerg. ■ 

Volvemos^ a enunciar ahora los postulados de ordenacitfn*, dando 
''ejeinplos de su uso. 

* ■ • 

0-1. (Unictdad de la ordenacidn ) Para todo x todo y, una 

y s6lo una d^ las siguientes relaciones ser^ correctaf x<y, x ■••y, x>y 
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0-2. (T'ransltivldad <ie la ordenaclCn ) Si x -f y ^ tamlji^n 
y"<z, entonces x<2. ' ■ , : > * 

. E jemplQ J,. 3 < 5 y 5 <9 , por -^|^- lanto, 3 < 9 . ( ■ 
Ejemplo 2 . . St sabemos que a <3 ^ b>3, podemos conclulr 
que. a<b. Demostracldn : Si a<3 y* 3 < b. 
, enConces a < b . 

Ejemplo _3 • Todo ndmero posltlvo es mayor que cualquier 
ndmero negativo. 
Datos: p es positiva, i\ es* negativo, 

Demostrar ! p > n . 



Demd§tracl6n: 

1 . p es positlvo , 

2 . p" > 0 

3. 0< p I 

4. n < 0 

5 . n < p 

6 . p > n ' 



I 



Da to 

Definici6n de posltlvo 
Relacldn entre < yi > 
fij)ilcl6n de negaftlvo 
5r. Postulado 0-2 
6 . Relafel6n entre < y > 




0-3. (^dlc£6n a' deslgualdades ) SI ,x<y, entonces pata toda 
x+z<y+z. . 
/ Ejemplo 4. Como 3 <5, se deduqe que 3 + '2 < 5 + 2, 6 5 <7; 
/ que 3 + <-3) .<5 + (.-3), ,6 0<2; que 

/ ^ 3 + (-8) <5 + (-8), 6 <-.3. ^ ' ^ 

Si a <b, entonces < -a, 

Demostracl6n: a+ (-a-b) < b + (-a-b), 6 -b<-a. 
Ejemp lo -6 > Si a ^ b -» c ^ b es posltlvo, entortces a<c. 
Demos traci^n: ' 



JE.jemplo 5 . 



1 . b eg poBitlvo 

2. b >0 
3* O^b 
4 • < a + b 
5 



. . a < c \^ 



1. iPor qu^? 

2. iPot qu^? 

3 . iPor qu^? 

4. iPor qu^? 

5 . . i?ox qu^? 
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^ ; ElftnpXo 7. Sf a+b<c, entonces a < c b . Dejamos * 
. la demostraci6n al alumno. 

Ejemplo 8.- Si a < b, entpnces para toda^, c - a> c - b. 
Dejamos la demostracidrc al alumno. - 
0-4.. (MulW^lJ^cacidn por desigualdades ) Si x <y, z >'0, 
entonces xz <yz. ' , 

Ejemplo 9, De la desigualdad 3< 6 podemos deducir que 

3000 <6000; tarabi^n, que -i • 3<i^. 6 6 
• ' 1 ^ J. 18.18 ' 

. , ■ * • 6 3 • . 

Ejempl o JLO. ^Si x<y, z<0, entonces X2;>yz. Dejamos -la 
demostraci(5n al alumno. ' 
0-5. (Suma de desigualdades ) Si a<b, x < y ,4entonces 
a + x<b+y., I . ■ 

Esto no es un postulado, sino un teorema; su" demos traci6n > 
aparece en' la seccidn 2-2. Sin embargo,^ es convenience enunciarlo 
aqu£, para futura referenda, junto' con los postulados. ! 

* ~ .' - . ■ 

7-3. Teoremas fundamen tales de la desigualdad 

En la figura siguiente, el ^ngulo z^CD se dice ser un ^ngulo 
externo del AABC. ' Con mayor preci-si6n: - 




Definicign; Si C est4"^ntr^' A y D, entonces el zBCD es.un 
gngulo externo del aABC . 

Todo tri^ngulo tiene seis ^ngulos externos, segiln se indica por 
las dobles flechas en la siguiente figura: 



stos seis dngulos foraan tres pares de ^ngulog congruentes, porque 

forman tres pares de dngulos dpuestos por el v^rtiqe, 

Definicidn: Los ^nguloszA y zB del tri^ngulo se llaman los ' 

gnRulos Internos no contlguos de Ids ^ngulos externos zBCD y zACE, 

An^logamente, z A y zC del AABC son los ^ngulos * internos np 

contiguos de los ^ngulos externos ZABF y zCBO, 

* ■ . *» 

Teorema 7-1 . /(El teorema del 5ilgulo ex.t^rnb ) Un ^ngulds. externo 

de un trfatigulo es mayor que cualquiera de los ^ngulos i^ernoS no 
contiguos , ' ' - " 

0 de otro modo : Observa primero que lojs do,s^ ^ngulos externos 
en el v^rtice C, figura de arriba,' tienerj medidas iguales (son 
^4ngulos opuestos por el' v^rtice) , y por eso, no importa cu^l de 
ellos cbmparamQS corjZA^y/B. Resulta m^s f^cil comparar • mz BCD 
con- mAB ^ mi^^ ACE con mZA. Como'las demostraciones en arabos 
casos &|*guen exactamente el mismo patron, necesitaremos demostrar 
solamente unp de ellos . 



Sea AABC un tri^rigulo cualquiera^* Si C est5 ^ntre A y 
entonces mZBCD>mzB. 



D^ostracS(5n; 



Afirmaciones 



1. Sea E el puntq medio cle BC, 

2 . Sea F un pun.to del rayo 
^ opuesto a EA, tal que 

EF - EA. 



Z BEA . - z EEC 



4 . ABEA - A CEF 

5. p ZB - m zECF 

6. m ZBgO - m ZECF + mZ FCD 

■ 

4c- 

7 . m Z BCD - m z B + mz FCD 

8. mz BCD ^mZ B 



Razones 



1. Por el teorema 2-5., eixiste 

; tal pufito medio. # 

Is Por el teotemk 2-4> existe 

^ .tal punto. \ * ^^4.^ 



3. Los ^ngulos opuestos por el 
v^rtice son congruentes. 

4. Por las afirmaciones 1, 2,. 3 
y el postulado L.A.L, 

5. partes correspon<lientes de 
tri^ngulos congruentes^ 

6. Postulado 13 (El postulado 
de la adicidnsde dngulos) 

7. Por las afirmaciones 5 y 6, 

'8. tar Algebra del paso 7 

(Como mZFCD es uii niSmero 
positivo, se aplica el ejemplo 
6 d6 la 8e1:ci6n 7-2.) 
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/ 

Con junto de problemas 7-3a 

• \ ■ ' * ■ 

1. a. i.pufiles son los- ingulos internos 

no contiguos del ^ngulo externp 
ZABE de la'figura? ' ' 

iDe 'qu^^^nguld externo son ZABC y 
ZBAC los internos no ^fcontiguosT^~ 

2, a. En la figura/^qu^ dngulos son 

^ ingulos ^xternos del tri4ngulo? 

b. iCuil es la relaci(5n entr^ 
^ jmzDBC y mZA? ^Por qu61 

c. iCuil es, la relacidn entre 
m z DBC y, m Z C? ^Por qu^? 

d. iCu&l es la relaci6n entre 
^ mZ DEC / y raZ CBA? i?^t qug?^ 



V 





3. 



V V 



Complete los siguientes enunciados, utilizando. 

Si X - 40, y « 30, entonces raz BCE > " 

Si X - 72, y - 73, entonces to Z BCE 

31 <y - 54,. z - 68, entonces razBCE 

Si m ZBCE « 112, entonces x . . ^ 

•Si mz BCE - 150, entontes z • 

Si X « 25, z 
Si X 



a • 

b. 
c . 
d. 
e . 
f . 



90, y 



90,. entoaces mZ BCE 
90, entonces ra zBCE 



.A 



4. 



La f igura* de la derecha ilustra esta 
afirmaci6rj: Un ^ngulo externo de un 
cuadril^tero es mayor qUe cada uno 
de los ^ngulqs internos no contiguos. D 
^Es cierta la afirmacldn? Explfcalo.^ 
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*5 . ipemuestra el siguient^ teorema: La suma 
las medidas de dos jSngulos' cuales- 
qulera de un tri^n^^p es menor de- 180. 
Ol^to: El AABC con medidas de ^ngulos 
como en la f igura , 



^-3 



Ddmostrar ; 



a -h b <180 
b + c <M0 
a + c <180 




*6 



Demuestra el siguiente teorema: Los ^ngulos. en la base de un 
tri^ngulo isdsceles^son agudgs. (Sugerencia: Fundamenta tu 
demostraci<5n en el enun^ciado del problema anterior . ) 



V 



El teorema y-^^l) aunquejuiz^s fio muy interesante por sf mismo, 
de extrema utilidad para demostrar otros 'teoremas\> (Un teorema 
de este tipo vecibe a veCes el nombre de lema .) Por ejemplo/ el 
siguiente es un corolarlo dtjLl: 

' ^ / Coyolarlo ?-l-l . Si .un tridngulo tiene\4Jja^4ngulo recto, entonces 
•los otros" dos ^nguios ^son agiidos • > ' ^ " 

y 




Demos traci6n: Si m/A » 90/ entonces m Z BCD > 90,^ y, por lo 
tanto, ra ZBCA<^0, 'De roanera^an^loga, podemos demostrar que^ ^ • 
m^ABC <9a- , ^ ' M 

Usaremos ahora ^1 teor.ema 7-1 para demostrar do8 teofemas m^s < 
Isobre congruencia. 

Teorema 7-2 , (El teorem'a L.A.A.) Sea G una correspondei^cia 
entre dos ' tri^ngulos , ^Si dos dngulos y el lado opues'to a uno de 
ellos en un 'H:ri4ngulo son ^ongru^ntes con las partes correspondlentes 
del s^gundo. tri;Sngulo, entonges la correspondencia G es una 

con|ruencia V " I 
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0 de otro modd : Sea ABC .* — > DEF una corresplp^dencia -entre. 



dos tri^tngulos. Si 



■V 



I A a z D; 
AC 'S!. DF 



entonces MBC ^i^DEF. 




I - 




Demos tracL6n : 

Afirraaciones . 



Razones 



1. Sobre AB tomemds X de 
. manera que AX «= DE . . 

2 . AAXC - ADEF 

3 . mZ AXC - m ZDEF 
4 . m Z AXC = m Z ABC 



1. Teor^ria^c^jB localizacitfn de 
puntos 

2. Postulado L.A.L, 

3. Definici6n de congruencia 
'4. Por el paso 3 y la hiptfte'pis 

dada 



Supongamos ahora que K no es el mismo^punto que B. 



5. 0 bien X e<3ti entre 
^ A y B, o B est^ entre 

A y.X. V ' 



5. Por el paso 1 y la dd^fini- 
,^i6n de rayo 
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6, Erf ambo8 caaos/ uno de los 
t ^ngulos zAXC y ZABC es un 

ingulo externo del ABX 
^ el otro es uno interijo no 
^contlguo. 

7. m ZAXC 1* mi: AfiC 

8 . X - B 

9 . AABC - ADEF 



6. 



. ^.--fref Inlcidn de ^ngulo 
, extrerno y dngulo interno 
no contiguo 

7. ^Por el paso 6 y el 
* teorema *'7-l 

8. El paso 7 contradice el 
paso 4, 

9. For los pasos 2 y 8 



AunqCie ya sfefialamos, al estudiar el postulado L.A.L,, que^ no 



posible en general demos trar un teorema' ll 



es 



hay un caso especial, 



a saber, el caso' en que^el dngulo es un 4ngulo recto, que se deduce 
del teorema^ 7-2 . ' . ^ * 

Teorema 7-3 . (El teorema de la hlpotenusa y el cateto ) "Sea 6 
una correspondencia eptre dos trl^gulos rect^ngulos. Si la hlpote- 
nusa y un qateto de un trl^ngulo son congruentes^on las partes 
correspondlentes del se^undo trl^ngulo, ^ntonces ^la cor^6spopdencia 
C es una congruencia . ' ^ ^ ' 

0 de otro modo ; En los trl^ngulos AABCj y ADEF, sea m- /lA - mz D - 
Sea ABC ^—4t.DEF , una correspondencia tal que 



EC - EF V AB - DE . 



EntonceB AABC ^ ADEF 
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Demostracldn: Sobre el rinj^o ppuesto a DF, tomemos Q de manera 
que DQ - 'ac . fintonces ADEQ -^AABC, por el postuladq L.A.L., y 'asf 
EQ - BC. El AEQF es, pues^ un tri^ngulo. isdrfceles , y., por tanto, 
ZEIJD -ZEFip, En los trl^ngulos ZDEQ y ADEF tenetoos, pues, 

/ EQ a EF, ZEQD » /'eFD y zEDQ at'/EDF. 
Xuego, pot el teorema L.A.A., ADEF - ADEQ. . Como ya se esfcablecld 
que ADEQ - aAbC , ^'podethos concluir que ADEF A ABC. Esto es lo 
que dese^bamos . . 

Con. junto de problemas 7-3b 
1. Si, eri esta figyra, AQ - BQ y ^ 
ZH - ^F, demuestra que FB - HA. 



2, Dates: AKIKF, HQIQB, 

A^' *■ HF , AK . 
Demuestra que KF - QB . 

3, Si en la^figura de la derecha 
AX - FH, demuestra que FB - AB 




4. Si dos alturas de un trl^ngulo son^ congruentes, el tri^ngulo 
es isosceles. « 



5. En- la' figura de la derecha, 
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z.c * z a , 



6. 



AQ - AF. 
^Demuestra que QB'-" FK.- 



En la figura de la derecha, 
si za -zc, ABiAH, y FB IFH, 
' demuestra- que AH - FH,. 




Teprema 7-4 . Si dos lados de un tri^ngulo no son congruences; 
entonces los ^ngulos olpuestos a estos- lados no son congruences, y 
el angfcilo mayor es el opuesto al lado mayor. 

0 de ptro modo : Sea AABC un tri^ngulo cualquiera. Si AB>AC, 
entonces mZC >mZ B. * * 




'4 



— w 

Demost5oraqi6n: ^ Sea D un punto de AC, tal que AD • AB. 

^Por^J. Ceorema de la localizacidn de puntos^ hay un tal punto.) 

Como los ;dngulos"en la base.de'Un tri^ngulo is'dsceles son congruentes 
tfenemos 

(!■) ' m zABD - mz D. 

Pero. AD >AC. y a que /AD - AB y AB>AC, y, por lo tanto, C est^ entre 
A y D, por el teorema 2-1. Por el teorema 6-6, C e8t^ en el interior 
del AABD, y asf, ' 



[ 



• (2) m zABD - m z ABC + m Z CBD 

por el postulado de la adlcidn d'e ingulos* Como mzC3D >0, se 
deduce que \ • ' ^ ' 

(3) mzABD>mzABC, ' 

Por lo tanto, . . ( ! 

(4) m/DVmzABC, segdn (1) y (3)- 

Toda vez que zACB es u^ ^ngulp externo del A BCD, tenemofl que 

(5) m.Z ACB>^mZ • 

/or (4) y (5), -<'^ , \ 

^ - mz'ACB> mz ABC, 

esto es, ^ ' 

mZ C >*ni ZB, 
lo que se querfa demostrar. 

Teorema 7-5 . Si doS ^ngulps de un tridngulo no son congtuentes, 
entonces los lados opuestps a ellos no son congruentes, y el lado 
mayor es el opuesto al ^ngulo mayor. ^ 




0 de otro modo ; En ciialquier tri^ngulo AABC, si mZC>'mZB, 

* 

entonces AB>ACl. ' ' . 

Demos traci6n: Queremos demostrar que AB >"AC. Como AB y AC son 
ndmeros, hay solamente^ tre.s posibilidades : (1) AB ■« AC, ^ 

(2) AB<AC, y^ (3) AB >AC: El m^todo a seguirse es mostrar que 
las dos prlmeras de ^stas '"posibilidades" son efecLivamente imposible 
La posibilidad restante^es la (3), y esto sigftificar^ que el teorema 
es ci^rto, ^ 

(I) Si AB " AC, entonces por el teorema 5-2, sabemos que / 
ZB ^(^(^\ y esto es falso^ Por lo tanto, es imposible que Afr^ AC* 
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(2) Sl^ AB<AC, entdhces por el t«orema 7-4 sabemos. qua 
^mzC<m/B; y esto es falso. Por lo tanto, es imposible que 
AB<At. . • • 

La dnica posibilidad restan.te es AB>AC; lo que se querfa 
demostrar . . . - ' 

La demost^racidiv del (seorema 7-5, tal como la hemos desartollado, 
es meramente una manera conveniente de presentarvuna demostracitfn 
indirect^^. Se pudo h'kber redactado m^'s formalmente aSf: * ' 

"Supongamos que el teorema 7-5 es falso, Entbnces, o bien 
AB AC o AB< AC, Es imposible ,que AB r AC, porque . \ . , Y es 
imposible que AB<AC, poirque . . . . Por 16 tanto, el teorema 7-5 
no * es falso" , ^ ^ 

Sin embargo, la demostracidn es quizes de mds fficil lectura en 
la forma que ofrecimos primero. Emplearemoe el mi'smp tlpo de presen- 
taci6n otras veces . Esto es, haremos una llsta de las posibilidades , . 
en una situaci6n dada, y mostraremos luego que todas menos una de < 
estas-'Iposibilidades" son ef ectivariientte imposibles; la conclusion ^ 
Idgica ser^, pues, que esa pgsibilidad restante tiene que representar 
io que en realidad ocurr^, 

. Cpmo dice Sherlock Holmes en The Adventurp of the Blanched 
Soldier , "ese proceso se bas^t en. el supuesto de que cuando hayas 
eliminado todo lo que no es posible, entonces lo restante, por 
improbable que parezca, debe ser la verdad" . 

* Los .teoremas 7-4 y 7-5 est^n relacionados de una manc^ra particular 

son teoremas recfprocos > uno del otroj^ Para obtener uho del otro, 
intercambiamos'' la hip<5tesis y la conclusi6n. Podemos ilustrar esta 
nelaciOn escribiendo de nuevo los teoremas, asf: 

^ oTeorema 7-4 . ^ea AABC un tri^ngula cualquiera. Si AB >AC, 

\ entonces mZC>mZB, 

Teorema 7-L^ . Sea AABC un tri^ngulo cualquiera. Si mZ C >mZB, 
entonces AB >^AC. * * ^ 

Hemos visto muchos pares* de teoremas^ que tienen esa relacl6n • 
Por ejemplo, demos tramos que si un^tri^ngulo es isdsceles, los '^ngulos 
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en' su base son congruentes; y luego demostramos qpe Bi'\o8 ^ngulos ^ 
en la base deun tridngulo son congruentes » el tri^ngulo es entonc^s 
4 tstfsceles . Cada uno de estos'teoremas es el recfproco del otroT 
^ Tatobl^n vimoa que todo tri^ngulo equil^tero es equifingulo, y despu^s 
demostramos el recf{)roco, el cual dice que todo tri^ngulo equi^ngulo 
es equilitero. . . , 

Es may importante tener en mente que el" recfproco de un teorema 
*clerto no es necesariatnente cierto. Por ejemplo, el teprema " los" 
; ingulos opuestos por* el\^4rti£e son congruentes" es siempre cierto, 
pero el recfproco, "los ^[ngulos congruentes son opuestoS por el 
v^rtice" ciertamente no es verdadero en todos los casos . Si dos 
, trl^ngulos son congruentes, entonces tendr^tn la misma 5rea, pero si 

dos tri^ngulos tienen la misma ^rea, no por ello/pOdemos afirmar que 

2 2 

sean congruent.es . *Si x --y, entonceis se deduce que x -. y . pero si 
2 2 

X » y , no podemos afirmar que x - y. (La otra posibilidad es que 
X --y.) No hay duda que todo ffsico es iin cientffico, pero no»es 
cierto que' todo cientffico sea un ffsico. 

Si un teorema y su recfproco son ambos ciertos, se pueden 
dombinar eoavenieritement.e'^errHin solo enunfeiado usando la frase "si 
y solamente si". Asf, decir: . ^ 

'^Dos angulos de un 'triingulo son congruentes si, y solamente si, 
^ los lados opuestos son congruentes j 
^stamos incluyendo en una afirmacitfp los dos teoremas sabre tri^nguloi 
isosceles. .La primera m^tad de la doble afirmaci^n: 

Dos Angulos de un tri^ngylo son congruentes si los lados opuestos 

son congruentes; 

es el teorema 5-2; y la segunda mitad: ' ' . 

Dos Angulos de un tri^ngulo son congruentes solamente si los 
lados opuestos son congruentes; 
^es otrd forma de enunciar el teorema 5-5. 
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Con.lunto de _^roblema8 7-3c 



7-r.3 



1. 
2. 

3." 



En el AGHK, GH - 5, HK - 14, KG - 11. Nombra el'ingulo mayor 
lifembra' el menor . ' ' 

En el AABC, mzA - 36, mzB'- 74 y mz C - 70. ^Cu^l es el 
l^do m&B largo?; ^cu^l es el m&a corto? 
Dada la f igura de la derecha con > . 
i|a - HB, m,zHBK - 140, y m Z AHB --100, 
llena los sigulentes blancos: 

a. mZ A - . 

b. mz RHB = 

- f 

c- ■ es el lado m^s largo del . 

AABH. 




5. 



Indica la conclusidn a que se puede llegar acerda de la 
longitud de ML en el AKLM en cada uno. de los sigulentes 
supuestos: 

a. mZK>mZM * 

b. mzK.<mZL ^ 

c . m ZM >mZ K'>m ZL 
d. nizM>inzL 
e . m ZK >inZ M y 

m Z K .>m ZL 
f . mZ K >m ZL y 

inz M :S mz L 

Si la f Igura estuviege ^Ibujada 
correctamente, ^qu^ segmento serf a 
el mds largo? 




Nombra los lados de la fig^ra en 
orden ascendente 'de longitud^ 
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^i, en la figura, AF es el lado 
m^s corto y CB es el lado m^s 
largo, derauestra que mZF>m-zB, 
(Sugerencia: Usa la diagonal FB,) 

^ prolongamos -la base de un tri^ngulor is6scele8, unse^ento 
que una el v^rtice del tri^ngulo con qualquier punto en esa 
prol6ngaci6n es mayor que uno de los lados congruentes del 
tri^ngulo. , , 

■ ' . ■ F 






Escribe el recfproco de cada enunciado que sigue* . Trata de 
decidir si cada uno de ellos, y tambi^n cada recfproco, es 
cierto o falso. 

a. Si un equipo tiene algiSn e'spfritu de luchaj podriSi ganar 
algunos juegos, ^ 

b. Si dos ^ngulos son rectos, ser^n congruentes. 

c. Dos 5ngulos congtuentes ciialesquiera son suplementarios ♦ 
El interior de un 5ngulo es la interseccidn de dos 
semiplanos . 

e. Si Juan tiene escarlatlna, est5 ^nfermo decuidado^ 

f. Si un hombre vive en Cleveland, Ohio, vive en Ohio* 

g. Si los tres ^ngulos de un tridngulo son coi;igruenteS con 
los dngulos correspondientes de otro tri^nguio, los 
tri^ngulos son congruentes ♦ 

h. Si dos 4ngulos son complemehtarlos, la sutna de sus medldas 
68 90. 



-^V - . . 7-3- 
10. Cuando se le pidid que diera la recfproca de la proposicitfn, 
"Si aguanto entre mis dedos un fdsfoto encendido por mucho 
, tiempo.' me queraar^", Juan cpntestd: "Me Vemar^ si aguanto * 
entre mis dedos un f6sforo encendido por mucho tieii)po" i ^Dio ' 
en realidad la proposici6n recf^roca? Explfcalo. 

a. . iSer& sierapre cierto el recfproco de un enunciado eierto? ' 

iqui partes del problema 9 justificart tu respuesta? 

b. • iPodri ser cierto el recfproco de un enunciado falso? 

iquf partes del problema 9 justifican tu respuesta? 
Teorem _ a T^e. ^1 segmento corto qu^va desde un punto a una 
recta es el segmento' perpendicular a la recta. ' ii 



11 




Q 



0 de otro modo: Sea Q el pie de la perpen^cular desde ^1 
punto P a la recta L, y sea R cualquier otro punto de L. Entonces 
PQ < PR . ^ 

Detnostraci6n: Sea S un punto <ife L, tal que Q esU entre S y R. 
Entonces ZPQS es un 5ngulo externo del APQR. Por lo fanto, 
mZPQSVmz PRQ. Pero m z PQS - mZ P^R - 90, y asf, mZPQR>mzPRQ, 
Del teorema 7-5 se deduce que P(^<PR. Esto es lo que se querfa 
demos trar, " 

, Definicidn . . La dlstancia entre una recta ^ un punto fuera de 
ella, es. la longitud del segmento perpendicular a la recta desde el 
punto dado. La distancia entre una recta y un punto eA ella, se ' 
define corao igual a cero. 

T3P^^a 1x7 . (La desigualdad del tri^Ingulo ) La suma de las 
longitudes de dos lados cUalesquiera de un tri^ngulo es mayor que 
la longitud del tercer lado, > 



s 
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S i 

0' otro modo ; En cualquidr A ABC, tenembs AB + BOAC. 
D' 




Demostracidn : Sea D un punto del rayo opuesto a BC'tal qUe 
DB - AB. Como B. est^J entre C y D, 

' • ' * DC - DB + BC . ■ 

4 • 

Entonces (1) DC - AB + BC.- - ' 

Tambi^n (2) ih ZDAB < m Z DAC, 

porque B • est4 en el interior del zDAC. ' 

Como el ADAB es isosceles, con AB >= DB, sabemos,^ pues, que , " 

(3) m Z ADB - m zDAB. \ 

Por°(2) y (3) tenemos 

m ZADB •< ni ZDAC. 
Aplicando ^ teorema 7-5 alAADC, vemos que 

(4) DC>AC. 
Por (1) y (4) se deduce, pues, que 

, AB + BC >AC, 
lo que querfamos demostrar. 



que^ 



Conj unto de problemas 7-3d 



1 . AquJ AH < y AH < 

, BT < y BT < 
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. Enuncia el 

teorema correspondiente . 



T H 




Si las medidas de. los ^ngulos son 
las de Xa figura, caloca HA; HF y Hfe 
en el orden qup van en la desigualdad: 



Cita 16s teorenms en jcjue b&sas tu 
conclusion. 




Supopte qufe quieres dibujar un triangulo que tenga un lado 
con longitud igual a 5 y uq segundo ladb con longitud 8. El 

< 

tercer lado deber^ tener lojigi tud mayor que y menot 

que*_ . 

Suponte que^ quieres -dibujar un triiSngulo con un lado de 
longitud j un segundo lado de- longitud k. Se sabe que 
] <k. Indiea, con la maxima eficiertcia que te sea posible 
hacerlo, qu^ res tr icciones habr^ en relacidn con la longitud, 
X, del tercer lado. 

Demuestra que la suma de las longitudes 

de' las diiigonales de este cuadril^tero 

\ 

es menor q^e la suma de las longitudes 
de sus lados • \ 

Dato:' El cuadril^tero' ABCD. / . ^ 

Demostrar: DB + CA <AB V^C + CD + DA. 

\ . ' - ^ 

Sean A, B, C, puntos, no necesariaraente dtstintos. DetiH^estra 
que AB BC^AC y que AB +' BC » A(^ si, y solamente si, B est^ 
en el segment o AC. 
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Djimuestrd! que el camino poligonaL m^s C(Dr.to de un punto a btro 
es el segmento q^ue los une. » * • ^ 



' A 




Datos: n puntos A.j^, A2 , ; . \'' • • > A 

*> 

' i ' 

Demostrar: Aj^A2+ A2A3+ . • • + ^-1^\^ ^l^n 

Se dan dos segmentos AC y BD que se cor tan en P. 

C 





*9 



Demuestra que' si, X ps cualquier punto distinto de P, en el 
pl^o de ;ABCli, entonces 'XA + XB + XC^+ XD > PA + PB + PC + PD. 
iSevi ciertQ ese resultado si .X no est^ en el piano de A^CD? 
Dada una recta qji^y.dos puntos P, Q al mismo lt$o de m, Halla 
el punto R de m para el cual la distancia PR + RQ sea la'm^s 
peqUefta posible. ^ ^ " ^ , 



m 



•0 



P. 



Deraostraremos ah6ra un teorema algo parecido al teorema 7-5, 
excepto que trata de dos tri^ngulos en vez de uno . 

T eorema 7-8 >^ Si dos lados de un t;r:idngulo son congruentes 
respectlvamente con dos lados de' un segundo tri^ngulo, y lel ^ngulo 
crfmprendido en el primer triingulo es mayor que el dngulo Itomprendido 
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, en- el sigundq, entonces el lado opuestg del primer tri^ngulo es 

' ' mayor que el lado opiiestd del segundo. , " ' 

0- de otro modo ; Sean AABC y.ADEF dos tri^ngulos <:uale§quiera. 

* * ' *• • < • 

Si AB - DE, AC » DF y mzA>m^D,. entonces EC >EF. - ^ . 

B ' . ' ^ V 





1^. Demostraci6n : Prfmer paso. Congtruimps^ AAKC, con K en el 
interior del zBAC, de,manera que MKC ^>15EF, as£: 

B 




Para ello, utilfzamos el postulado de la construcci6n del^^ngulo, 
con el fin de conseguir un rayo A^, con Q aX mismo lado, de. aS que B 
tal que ZQAC "ZD. "SoBrd^AQ tomamos un punto K tal que AK = DE. 
pfllpbL postulado L.A.L., ten^mos ahora que MKC « ADEF. , Esto es 
lo deseadQ. - ♦ i 

Segundo paso* Ahora bisecamos elJ^-&^. Sea M el punto donde 
la bisectriz corta a BC, asf: 
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Las mar ca 3 en la figura indican ^ue AK - AB, y esto es clerto. 
^porque - DE y DE - AB. 

^ Ya casi hemos tertnin<ido. Por el posCu-lado L.A.L. , tenemos que 
.AABM « AAKM. Por Iq tanto, MB - MK. P^r" el teorema 7.-7, sabemos . 

• * . * .. . I 

CK <CM + MK. • 

Luego, , ^ ^ - 

CK CM + MB , 

por que MB - MK. Como CK - EF y CM + MB - BC/obtenemos EF< BC. 
Esto es lo qute dese^bamos. 

El recfproco de este, teoreraa tambi^ es cierto. 

. Teorema 7-9 . Si dos lados de un tri^ngulo son congruenteS 
respect iv,3'mente eon dos ladaa de un segundo trl^ngulo, y el tercer 
lad6 del primer triingulo, es m^s largo que el tercer lado del 
segundo, entonces el ^pgulo cdmprendido en el primer trlfingulo a^^ 
mayor que el ^ngulo comprenjlidp en el segundo. 

. La demost^cidn es ^n^loga a la del teoreraa 7-5, haciendo uso 
del teoreisna^ 7;6 y del teorema L.L.L. para eliminar los dos casos ' 
indeseable's . El alumno deber^ completar los detalles. 

/ : ' < 

^ Con 1 unto de problema's 7-3e 

1. Redacta la cdmbinacldn de los'teoremas 7-8 y 7-9 en la forma 
"s.i y solamente si". y ^ 

2, ♦ En la figura de la derecha, 

AC «' BQ y BD < AD. 
Derauestra que mZx>raZ y. 

3T En ei trl^ngulo Isdsceles RAF, 
RA « RF y B es un punto sobre AF 
tal' que m zARB< mz BRF. 
Demuestra que AB < BF . * ' 
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♦Dado el aABF con la raedlana RB 
y mz Af^B - 80. 
Demupstra que mZ A> mZ F. 



7-3 




En ''el A ABC. BC > AC y Q es el punto medio de AB. ^Serlz CQA 




obtuso o agudo? Explfcalo. 
En la flgura de la der^chii, 
FH - AQ y AH >|q. ^ 
Demuestra que AB> FB . 



Un cuadrlUtero no equiUtero tl'ene dos pares de lados adyacentes 
congfuentes., Denpestra que la medida del Ingulo coiaprendido 
entre los lados menores es mayor que la medldd del dngulo entre 
los lados mayores . ' ^ 

Demuestra el slgulente teorema: 
Si uha medlana de un trl^ngulo 
no es perpendicular al lado 
correspondiente, entonpes las 
longitudes de los otros dos «- 
•lados del tri^n^ulo soh desiguales. 

Datos: AB >AC y FC -'^DB en 

la figura. Demuestra que 
FB > CD . . 





( 
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♦ • 

7-4. Alturas 

Deflnlcl6n > ^ Una altura de un trl^ngulo es el segmento 
perpendicular que une un v^rtice del tri^ngulb a la recta' que con- 
tlene el lado opuesto. 



4 













9 
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En la flgura, llamaraos BD la altura desde ^ a A£, o sencllla" 
mente la altura desde ^. (Nota que deciraos jLa altur^i desde B en 
vez de una altura desde* B^^^rque el teoreraa 6-3 nos dice que stflo 
hay una . ) ^ ' 

Nota^^s que el pie de la' perpendicular no caq necesariaraente 
en el lado del tri^ngulo.- Xa figura puede ser como fista; 




Notar^B tambl^n que todo tri^ngulo tiene tres ^Ituiras, una desde 
cada uno de los tree vfirticea, asl: 




Aquf, AF ea la altura desde A, Id la altura deade B, y CE la altura 
deade C. 

Acoatumbraraoa uaar la mlsma palabra "altura" para indicar otroa 
doa conceptos diferentea, aunqq^e relaclonadoa>. 

(1) El ndihero que ea la longltud del aegraento perpendicular 
se llama altura ; aaf, podemoa -declr : "La altura deade B eyS 6" ,] 
querlendo declr BD - 6 . \ J ' 

(2) La recta que contlene el aegmpnto perpendicular tambi^n se 
llama altura ; una propiedad de la flgUra anterior ae puede expreaar 

'diclfindo qUe las tres alturas del trl^ngulo se encuentrajpi en un punt 
(Esta propiedad es clerta. para todos los tri^ngulos y se depiostrard 
en el capftulo 14.) ' 

Este triple Uso de la mlsraa palabra pudlera causar con^usldn, 
pero generalmente no la cavisa, ya que call slempre es f^icil declr 
en cualquler caso particular cu^l de los slgnlfl'cados se est^f 
empleando, • \ 

ConjunUo de problemas 7-4 

i 

1, Define: a, AlturA de un trl^ngulo • ^ ♦ ^ 

b. Med-lana de un triingulo 1 ' 

2. Dlbu*Ja un trlitigulo obtua^ngulo (un trl^ngulo que tlene un 
dngulo obtuso) y aua trea alturas. 
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'3. En un tri^ngulo equil^tero dibujaihos una medlana y una altura 
correspondiente al mismo lado. Compara la longitud-de estod 
do8 segmentos • * 

4. D^uestra que el perfmetro de un tri^ngulo es mayor que la 

suma de las tres alturas* ' ' 

♦ 

5. Demuestra el siguiente teorema; «La8 alturas de un tri^ngulo 
equil^tero son congruences . 



Problemas de /repaso 




1. Hay tres cables xie retenida de igual longitud que se usan para 
sostener un arbolito recien plantado en un terreno llano. SI 
se atan los tres al ^rbol a la misma aj.tura, iquedai;:5n fijos ^ 
al terreno a distancias iguales del pie del ^rbol? l^or qu6? 

2, *Si est^ figura estuviese dibujada ' ^ 
con precisi6n, ^qu^ segmento de ella 
serfa el m4s corto? Explica tu 
razonamiento . 

* 

Demuestrd el siguiente teorema: 

Si desde un punto en una perpendicular a una recta trazamos 
dos segmentos oblicuos (no perpendiculares) a ella, ^quel que 
contenga el punto m4s alejado del pie de la perpendicular 
ser^ el mayor. 

EnN^st^^igura plana, AK - HQ, 
AF - HB-, ISlAH, QFIAH. 

Demuestra que zQ ^ \A 
iBisecard KQ a BF ? 



En el MBC, AC^AB. Demuestra que cualqul^er segmento desde A 
a un punto ^n BC que est^ entre B y C e^ mfes* corto que AC. 
Los segmentos d^buj ados desde un^ punto en el interior de ifn 
trlingulo a los tres vertices tienen longitudes r, a, t. 
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.Demuestra que r + s + t es mayor que la mitad del perfmetro 
del tri^ngulo. 

En esta figura plana, FH es el lado m^s 
oorto y AB eX m&s largo. Demuestra que 
m zF > mz A,. 



Demuestra el siguiente teorema: La longitud del lado m^s largo 
de un tri^ngulo es menor que la mitad de su perfmetro. 
Dado un tri^ngulo is6sceles Z^ABF con 
jFA - FB, AB <AF, y H sobre AF, de 

manera que F est^ entre A y H. . «. /w\ 

Demuestra que' no hay dos lados 
del AABH de igual' longitud. 



Sobre la bas6 de los supuestos que hemos aceptado, f los 
teoremas que hemos demostr&do en este curso, no podemo? hasta 
ahora demostrar que la suma de las Wedidas de los tres ^ngulos 
de i^n tri^ngulo es 180 (algo que salves bien desde hace algtSn 
tiempo>. PeTo, sf podemos f^dUmente construir un tri^hgulo 
y demostrar que la suma de las miedidas de :^os ^i^igulos de este 
tri^ngulo es menos de 181. 

' Sea ZFCG un ingulo con. medlda 1. a p 

(Postulado de la construcci<5n ~ 

.del ilngulo.) Sobre^l^F 'y CG , 
tomemos puntos A y B tales que CA - CB " (iPostulado de la locali- 
zaci6n de puntos) , ^Por qu^ es la suma de las medidas de log 
^ngulos de este tri^ngulo menos • de 181? . ^ 

La suma de las medidas de los "tres ^rigulos de un tri^ngulo es 




B 



menor de 270. 
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*12, En la figura de la derecha, 
» ZC es un ^ngulo recto, 

^ Z B - 2m ^1 A , 

Demuestra que AB - 

(S.ugerencia : Dtiliza segmentos 
auxiliares.) 




1 
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Demuestra el teorema: La suma^de las distajlcias desde un 
punto dentrp lie un tri^ngulo a los extremes de un lado es menor 
que la suma de las longitudes de los otros dos lados • 
*14. Supongamos que AC corta a BP en un punto B entre A y 

J^esde A y C trazamos perpendlculares a BD que la cortan en 

*^ 

P y respectivamente , Demuesjtra que P y Q no eat^n al mismo 
lado de B, . ^ ' 
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fapftulo 8 

RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES EN EL ESPAQ^O 



8- 1 . Deflnlcl6n fundamental 

En este capltulo nos ocuparemos concretamente de p.ropiedades ^ 
de^ figuras que no estin en un solo piano. Las propiedades fundal 
tnentales de esas figuras aparecen'enunciadas en loi postulados 
5b. 6. 7. 8 y 10. ,y en los teoremas 3-2. 3-3 y 3-4/ Te cdnviene ' 
repAsArlos ahora. ^ . 

DefljOctdn. Decimos*, que una recta y un piano son perpendiculare« 
si ae cort/an^ si, adynis. toda recta en el piano que pase por el: 
punto de i.nterseccidn es perpendicular a la recta dada. 




'el Piano E s 



no E son perpendiculares , escribimos 



Si la recta L y 
LIE o E i L . 

^En la figura hemok indliado tres rectas en E que pasan por P. 
•Notar^s que. en un dibujo en perspectiva. las rectas perpendiculares 
no tienen necesariamente que Verse perpendiculares. Nota^^s tambi^n 
que si solamente exigimos que E contenga una recta que pase por P 
y sea perpendicular a L.-esto poco^ignif icarfa; puedes ccinvencerfce- 
con facilidad que ^ piano que pase por P contl6ne una recta que 
pasa por &se punto y es peirpendiCular" a L. 
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Conjunto de pro^lemas 8-1 

1, La figura a la derecha representa ^ 
el piano E , 

a, iPertenecerdn al piano E 
algunos puntos faera del 
cuadrildtero que aibujamos? 

b, iDeberemos suponer ique E 
contenga a todo puhto fuera 
del cuaciril^tero? 

2, a. Dibuja un piano perpendicular a una recta vertioal; (V\ el 

ap^ndice V.) . ' . 

Dibuja un piano perpendicular a una recta horizontal, 

^Representard cada uno de ti^s dibujos una recta perpendicular 
a un piano? 

3, a, Repite el dibujo dei problema 2b, Afi^dele tres rectas en el 

piano que pasen por el pun to de interseccidn . iQu€ relacitfn 
hay entre cada una" de las tres rectas y la recta original? 

4, Vuelve a leer la definici6n de perpendicularidad entre una recta 
y un plano^ decide si es cierta al aeeptar esa definicidn, la 
siguiente afirmacitfn: 

•'Si una recta es perpendicular a un piano, entonces es 
perpendicular a toda recta que est^ en el piano y que pase 
por. el punto de intersecci6n" • 

5, Dado que B, R, S y T est^n en el 

"4— ► * 

piano E, y que ABIE,- indica curies 
de los siguientes ^ngulos deherin 
ser rectos: 

ZABR, kABS,zRBT, ZTBA^ ZSBR. 




*Si el zPQH es recto, y Q y H est^n 
en E, ^deberemos inferir de la defi~. 

nitidn de perpendicularidad de recta - 
y piano, que PQiE? ^Por qu^ o por qu6 
no? 



\ 




( 




?• En la'figura, el piano E contlene lbs 
puntos R, S y P, pero no el punto T. 

a, iDeterralnan un plfino los puntos 
R, S^y T? 

b. SI SP es perpendicular al piano 
dp R, S y T, iqud ^ngulos de la 
figura deben ser rectos? 

8. a. Si un punto estd equldistante de otros dos puntos, ^estar^n 
los tres puntos" en un piano? > - 
b. Si dos puntos estin cada uno equidistante de otros dos 

puntos, ^estar^n los cuattro en un piano? * ^ 

*9 • a. Datos: 

Los puntos A, B y X est^n alineados, 
tal como se indica en la figura; ^ 
B equidista de P y Q; y A tambi^n 
equidista de E y Q. 
Demuestra qpe X equidista de P y Q. 
b. ^Exige la deraostracidn anterior que 
Q est^ en el pldno de A, B, X y P? 

10. Lee, m4s adelante en el libro, el teorema 8-1 y prepara un 
roodelo del njismo usando ^alillos, alambres o pajitas. 




8-2 • El teorema fundamental 

El teorema fundaiq^ental sobre perpendicularidad en el espacio 
dice que si un piano E contiene dos rectas, cada una de ellas 
perpendicular a una recta L en un mismo punto dd L, entcyices Li El 
La demostraci6n de' esto resulta m^s ficil si primero demostrdkios 
dos teoremas preliminarea (lemas), } 

leprema 8-1 . Si cada uno de dos putitos de una recta esti 
aquidJ|^,stante de dos puntos dados, entonces todo punto de la recta 
est^ equidlstante de los puntos dados. 



8-2 ' -'Z^i " 




r 



De otro modb : Si P y Q son dos puntos y L es una recta tal 
que A, B son dos. puntos de L, equidl^stante ^cada uno de ellos de 
P y Q, entonces to<jio punto de L equidista de P y Q> (La figura 
anterior seflala treis posiciones posibles de X. Des^e luego, X . 
puede Igualmente caer en A o dn B.) 

Demos traci(5n: Consideraremos priinero el caso en que X'est^ 
al mi smo lado.de A' que B. X puede caer en Xj^, B o Xo, pero' por 

conveniencia lo mostrarngs en la figura d^spu^s dfe B, en Xj^. En 
este caso ZPAB - ZPAX y ZQAB - ZQAX. Trataremos estefcaso en tres 
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1, Como AP - AQ (dato), BP - BQ (dato), y AB - AB (Identldad), 
AABP^SfAABQ (L.L.L.).. Por lo tanto , / PAB% Z QAB . 

2. zPAX * zQAX. Esto es asf por que ZPAB » zQAB, en vlrtud dc Xo 
anterior. (Eatamos cpnslderando el caso en que zPAX - ZPAB y 
/.QAX - zQAB.) 

Usando el segundo paso y la lnformacl6n de que AP - AQ (dato), 
y ^ ■ AX (Ideatldad), obtenemos que APAX - AQAX (L,A.L.), 



3 



Por lo tanto, PX - QX. 

El caso en que X cae sobre el rayo -opuesto a AB se demuestra 
de jnanera parecida. 



1. 



Con.lunto de ^problemas 8-2a 
Un pedazo ^e papel AXBQ, representado 
a la derecha, ke dobla a lo largo de 
QX. Imaginemos qi^e los puntos A y B 
est^n ambos al frente de la flgura y , 
QX al fondo. En estas condlclones, 
leatavA un punto K de QX equldlstante 
de A y B?* Enuncla un teorema para 
apoyar tu respuesta. Si AF - 6, 
BF - . . . 



"Imaginemos ahora el piano. AXB que 
tapa parte de^ piano AYB. Se da que 
XA - XB y que VA.- YB. Los puntos 
T, W y Z son otrps tres puntos de 
XY. ^Ser^ TA - ^B?;'iy WA - WB?;- 
iZA ^ ZB? Enuncla un teorema que 
fundamente tu conclusl6n. 
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• P 



• c 



•A 



Teprcma 8-^2 . Si cada uno de tres puntps no alineados de un 
piano equidista de dos puntos, entonces todo punto del piano 
equ^dista de estos dos puntos. 

Datos: Tres puntos A, B y C no 

alineados, cada uno de ellos 

^quidistante de P y Q. 

Demostrar: Todo punto del 

piano determlnado por A, B y C 

equldlata de P y Q, 

Demostraci6n: La derao§traci6n se desarrolla en tres etapas 
1/ Como A y B se dan- equidistantes 
cada uno de P y todo punto 
de^ AB equidista de P y Q. Esto 
es as! por el teorema 8-1. An^loga- 
mente, todo punto de BC equidista 
de P y.Q. 



• p 




2. Sea X cualquier otro punto del 
lilano.v Si X est^ en M o en tiB,* 
X equidista de P y Q,* por -el caso 

anterior** Si X est^ a un lado de 
BC, escoge Y, otro punto de ^ al 
otro lado de CB . El postulado de 
separaci6n del pllaho nos asegura 
que tal punto Y existe y que XY 

cortar^ a CB en algdn punto Z. 

3. Como Z est^ en CB, equidista de 
P y Q> po^ ^1 primer paso* Puesto 
que Y est^ en AB, equldlstar^ de 
P y Q, tambi^n por el primer paso. 
Por lo tanto, en vittud del teorema 
8-1, todo punto de YZ equidistar^ 
de P y Q. X- es uno de estos pujit^ 



• Q 




• Q . 
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Como hemos deniQstjrado qUe todo punto.X del piano determinado 
por.A, B y C equidista de P y Q, queda establecldo ^1 teorema -8-2. 
Ahora estainos listos para demostrar el teorema fundamental. 
Teorema 8^. Si una recta es perpendicular a cada una de dos 

• • • ^ 

rectas que se cor tan, en su punto de intersecci(5n, entonces es 
perpendicular al piano de esas rectas. 

De otro modo; Sean L^^ y L2 dos rectag en el piano E que se 
cortan en A, y. sea L una recta que pasa por A, perpefTdicular a 
\ y Entonces cualquier recta L-^. en E' que pasa per A es * 

perpendicular a L. \^ ' ' . 




Demostracl6n; 



Af Irpiaclones 



3\ 

A, 
5, 
6, 



Sea P un punto de L, Bj^. un 
punto de Lj^; un punjto de 

^2 ^ un. punto de L^, 
ninguni de estos puntos 
colncldente con A. ^ 
Sea Q el punto en el rayo / 
opuesto a AP tal que AQ " AP. 
En el piano que contiene a L 
y L^, es la mediatriz de PQ, 
Br equidista de P y Q. ' 

B2 equidista de Py Q. 

f equidista de P y Q. ^ 



Razones 



Por el postulado de la regla, 
cada una de esta§ rectas tiene 

inf initos' puntos . ^ « 



2 * Teorema de localizacidn. de 
puntos ^ 

3. Deflnicidn de mediatriz 
(seccit5n 6-3) 

4. Teorema 6-2 

5. An^lDga a las de 3 y 4 ' 
6 • . Por el paso 2 
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^ equidista de P y Q . 


7. 

• 


For I08 pasos 4, 5 y 6> y 
el teoreraa 8-'2 


8. 

>> 


Eh el piano que contlene a 
L y L^^ L2 ^® medfatriz 


8. 


Teorema 6^-2 




de PQ. , 

T 1 T 

LiL3^ 


9 • 


DetiniciQrt^ de m^dlatriz 


.10. 


LIE . ... 


10. 


Definicidn de perpendicularid 








d6 recta y piano, ya ^ue 

es cualquier recta en E que 

1 

pase por^A 








Si 


0 ' 
• * 







Conjunto de problemas 8-2b 



Supongamos 'que cada uno de los 
puntos- A, B, C es equidistante 
de P y Q. Explica, en't^rminos 
de una devfinici6n o teorema, 
por qu6 todo. punto X del piano 
ABC equidista de P y g.. / 




Explica la relaci6n que hay tentre L, la recta de Irtterseccidn 
de dos, ^aredes de "tu 6al<Sn de clase, y el planp del piso. 
iCudntas rectas pferpendiculares ,a L podemos trazar ,en el piso? 
J Ser^ L perpendicular a toda recta que sfe pueda trazar en el 
pl^SP? . " ■ • 



3. 
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La figura FRH« es un cuadrado. Sb1FB> A, no est^^n el 
plano3 ^FRHB. . ^ 

a. . iCu^ntos pianos" est^n-^eterrainadgs por los pares de 

segmentos en la figura? Ntfrabralos. 

b. Por io menos'^uno de los segipentos de la figura es 
perpendicular a uno de los, pianos mencionados en la 
pregunta anterior. ^Cu^l es el segmento? ^^Y el piano? 
Pdira un enfoque sistem^^ico de tal problema, considera 
cada par de segmentos perpendiculares que veas en la 
figura. Despu^s pueded obsej-var si tienes una recta 
perpendicular a dos recta^s que se cor tan. 




0 



El AABF es isosceles y B es su v^rtlce, AH - FH, y EWIHB. 
R no est^ en el piano AFB. ^ ^ 

a. ' ^Cu^ntos pianos diferentes est^n determinados por lo8 

..segmentos de la figura? N6mbralo8. 

b. ^ay un segmento que sea perpendicular a un piano? 

En tal caso, indica cu^l es el segment o y cu^l es el 

pfano y.demuestra tu .respuesta . 
En esta figura ; FB i piano P, y en el ARAB, que est^ en el 
plario P, BR • BA. Demuestra que AABF « ARBP y ZFAR. ^ ZFRA, 




i 



. *6. 
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Se da el cwbg dfe la figura slguiente, con BR • BL. iSevA 
KR ■ KL? Demuestra que tu contfestacidn es correcta. 




(Toda vez que no hemos dado todavfa una definici6n preclsa de . 
un cubo, enunciamos ahora, para que las uses en tu iiemostriacidn, 
las propiedades esenciales de las arlstas de un cubo: 

Las aristas jie un c\jbo^ s6n doce segmentos congruentes, 
diapuestos segun se iridica en la figura, y tales que dos^ 
cualesquiera de ellos que se cor tan son per^endiculares • ) 
En la figura que slguei, WX es una recta en el piano E. El 
piano FiWX en el punto Q',^ En el piano F, RQIAB. AB es la 
inter seccion de E y F. Demuestra que RQIE, ^' 



r . ■ / 


F I 


R 








E/ 










♦ 
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Por lo-que sabemos ha'stia ahora, las condiciones especif icadas 
en la definicldn tie recta y piano perpendlcula'res pueden ser 
Imposlbles delograr. Para estar seguros, necesitamos un teorema 
de existencia. El proximo teorema nos permite ver que- no estariios 
hablando de cosas que no pueden exls,tlr al referirnos a 
perpendicularidad entre rectas y pianos. 

Teoreiya 8-4 . Por un punto eri una recta dada pasa un piano 
*perpendicui^ a la recta. 




Demo'Stracl6n : Sea P un punto en la recta-L. pemostraxemOs 
en seis etapas que hay un piano E que pasa por P y es perpendicular 



a L 



1 



4 

5 



Sea R un punto que no est^ en L. La existencia de tal 
punto se deduce del postulado 5a. . 
Sea M ol piano det'^rminado por L y R. El teorema 3-3 
nos dice que ex.iste tal piano. ' 
Sea Q un punto que no est^ en M. El^ postulado 5b nos 
asegura que exists tal punto. ' ' , s 

Sea N el piano determinado por L y Q. ^ 
En el piano M hay una recta perpendicular a L en P 
. , * (teoreraa 6--1), y en el piano N hay una recta L2 perpendicular 
a L en *P . - ' 4 

6. Por el teorema Q-3, el piano E determinado por Lj^ y Li^ 

es perpendicular a L en P . 
81 E L L .en P, entonces toda recta en E que pase por P es ^ 
perpendicular a L , pcfr' definicidn. ^Eodrfa haber rectas que no 
e3t^n en E, peiro que sean perpendiculares a L en P? El 



;Qoreraa 



00 



\ 



I 



sigulente "dice: "No". / o * 

Teorema 8-5 . SI lina recta y yin^plano son perpendlculares , 
entonces el* pUno contlene todas las rectas perpendlculares a la 
recta dada en su, punto de interseccldn cOn el piano dado. 

Q tie otro modj ; Si la. recta L es perpendicular al piano- E en 
el punto P, y si M es una r^cta perpendidular a L en P, entonces ' 
M est^ en E. ^ • • 




Demostracidn : - Afirmacloneg Razones 



1. 


L y' M determlnan un piano F. 


1. 


Teojrema 3-4 


2. 


Los, pianos F y E se cortan 


2. 


Postulado 8 




una recta N. ^ 






3. 


N 1 L . ^ 


. ,3. 


Defirtici6n de perpendicu- 








lar idad de r^cta y piano 


4. 


MIL' 


4. 


Dato 


5. 


^. M - ^N (Esto significa que 


5. 


M y N est^n ambas en el 




M y N son la misma recta) . , 




piano F^ Jj[or los pasos 








1 y 2; son aitabas IL, por 








los paaos 3*y 4i pero el 








teorema 6-1 dice que h5ay 








^ una sola perpendicular. 


6,: 


^ M est^ en E . * 


6. 


M - N, por el p^so 5, y N 








estg en E, por el paso 2, 



Est^e teorema nos permite demostrar -el teorema de unicidad que va 
con el teorema 8-'4. 



'Si J 

•• " " - 'dh^ _/ , / ■ . 8-2 * 

teorema 826. ^or un punto en una recta dJada hay a lo m^s 
un pl^p' peependicular a la recta. ' . ' • ' 

Demostraci(5n: Puesto ^ue un piano perpenflicular conti^ene todas 
las rectas .pprpendicul^res que pasan por el' punto, y como dos ' pianos 
dlferentes tieneij solamente una recta comCtn (teorema 3-4), no puede 
haber dos pianos perpendiculares a la recta en el punto. 

Lt) mismo que en el piano, donde iel t(jorema 6-2 de caracterizaci6n 
ae deducfa del t^oremd 6-1 de existencia y unicidad, ahiora podemos 
demo^ar un teorema de catacterizaci6n an^logo para el espacio. 

teorema B^T.. El piano perpendicular que biseca a un segmento 
es el conjunto'de. todc^s „los puntos equidistantes de los extremos del 
segmento. Notar^s que e*s,te teorema, al igual que. el teorema 6-2, 
tiene dos partes. 

V 0 de otr o modo : Sea E el piano bi^secante perpendicular 5 o piano 
mediatriz, de AB . Sea C el-^punto medio de AB? Luego 

(1) Si P est^A en Ej^ entpnces PA - PB, y 

(2) Si PA - PB, entonces P est^ en E. 
La demostraci6n se d€.ja al alumno. 



1. 



2. 



„ Qpn junto de problemas 8- 2c ' 

a. iCufintas rectas qi^e pasan por un punto de una recta dada son 
perpendiculares a esa recta? 

b. iCu^nto^ pianos que pasan por un punto de una recta dada son 
perpendiculares a la recta? 

Los pianos E y F^se cortan en 
KQ, segun aparece en la figura 
ABIE. BR est<J en eLpLapo E. 
El piano ABR corta a F en BC . 
IK3 AB L BR? * • 

iEs ABIKQ? 
iEs AB LB^? 
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3. Si QPIE en P y QPi PR, 

4— ♦ 

^cOmo sabemos que PR est^ 
en/E? ■ ^ ' ; 



r 





0 

— f — ^ 


1 







4. Suponiendo que 
AX - BX, 

AY - BYr 

AW - BW, 

AZ - BZ, 
ipor qu^ est^n W, X, Y y. Z * 
en un mismo piano? 

5. El pLano E es el piano mediatr'iz 
de AB, segun muestra la figura. 
a. 'AW * • ■ 

AK a . 

AR « ' . 

m Z AFW - 

ZAKF « ^ 

'b. ;Serd FW - FK - FR? Explfcalo. 

# ■ 

*6 . Demuestra este teorema: Si L es una recta que cgrta al piano 
E en el punto M, hay al menos una recta L' en E tal qua L' iL. 




El pr6ximQ teorema es un. lema util para detnostrar futuiros 
teoremas / ' 

Teorema 8-8 > Dos rectas perpendiculares al mismo' plant) est^n 
en un mismo piano. ^ , 

Demc8traci6n : • Sean Lj^ y"L2' i^^Sctas perpendiculares al piano E 

en Ids pUntos A y B, respectivamente . Sea M el punto medio de AB, 

sea L la recta en E que es mediatriz de y sean P y Q ^ob puntos 

* ■ ■ \ 

en I tales que PM - ^M. Sea C un punto en L^^ distinto de A* 



1. Por el postulado L.A.L., AaMp » AAMQ,. jr,por tanto, AP - AQ. 

2. Como L^IE, /CAP y zCAQ son v^ctoa, y por el postulado L.A.L., 
ACAP * ACAQ, de manera que Cp » CQ. 

3. De AP - AQ y C^^ - CQ se deduce, por el fceorema 8-7, que C y A 
est^n ambos en e'', el plana medi^triz de PQ. Por tanto, L-^ 
est^ en E' , % 

4. Exactamente de la misma manera demostramos que L2 est^ en f\ 
. Por lo tanto, L-^ y L2 est^ti en un mismo piano,. 



8-3. Teoremas de existencia v ^tjioldad 1 

Lo.s siguientes teoremas a^^^c^n todas Ids . relaciones posibles 
entre un punto, una recta y un pUnp perpendicular. Lo-s enunci^os 
aqu£ a fin de completar . la expo^lct(5n y para facilitar futuras refe- 
rencias. ; 

Teorema 822. Por un punto d^do pasa un jlano y solamente uno, 
perpendicular a una recta dadd. 

Teorema 8-10. Por un punto d^do pasa una recta y solamente una, 

perpendicular a un piano dado, 

— J. 

La demostraci6n de cada uno estos teqjc^mas presenta dos cados, 
dependiendo de si el punto dado ^&ti o no en la recta o piano dados, 
y cada ca^o tiejie dos partes, urt^ para demostrar la existencia y 
ot-ra parja demostcar la unicldad. Eg to hace un total de ochb demostra- 
clones. Los teoremas 8-4 > 8-6 9on dos de estas bcho; las restantes 
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seis, alguna^ de las cuales son ^iffciles y otras f^ciles, aparecen 
en el ap^ndice VI, ' ^ 

iEl teorema 8-10 nps asegura la existepcta de una perpendicular 
un|.ca desde un pun to externo a un piano dado, Por lo tanto, esti 
Justificado el eleglr la siguiente definlci6n> aniloga a la qu^ 
siguid al teorema 7-6. 

Def lnlcl6n . La dlstancla a un piano desde un punto fueta del 
mismo es 1^ longitud del segmeijito perpendicular del punto al piano ♦ 

Teorema 8-11 , El segmento ra^s corto a un piano desde un punto 

fuera del piano es. el segmento perpendicular. 

La demos tracidn es an^loga a la del teorema 7-6, 

• % 
Problemas de repaso 

1. ^ Determina si cada una de las siguientes afirmaciones es cierta 
o falsa, haciendo un 'flibujo como ayuda s^ fuese necesario ; 

a. La lntersecci6n de dOs pianos puede ser un segmento, * 

b. . Si una recta interseca a un piano en un solo punto, hay por 

lo menos dos rectas en el piano perpendiculares a ella, 

c. Para cuatro puntos cualesquiera , hay un piano *que los * 

contiene . \* ^ ' * . 

di Si tres rectas.se intersecan dos a dos, pero no hay un puntb 
comun a las tres, las rectas est^n en u^ piano. 



Es posible que tres rectas se intersequen en un punto de 



manera ^ue cada una de ellas sefa perpendicular a las otrap 
' dos , • ■ ^ I ^ 

f . Podemos tirazkr solamente unafrecta perpendicular a una 
^ r^cta dada en un punto dado/ 

g. En un punto de un' piano hay solamente una recta perpendiculai 
al piano . • j 

h. El nilmero m^ximo de. regiones\en que tres pianos separan al 
espacig es ocho , 



Desde un^punto R fuer« de.y piano E^RB IE y RB corta al piano" 
en B. RA es cualcJUier ^tto segmento desde R que corta a E en 
^A. Compara las longltude^S^ AR y RB. Compara las medidas de 
ZA y Z-B. .. • , 




Si ios postes de gol en un extremo de un campo de fdtbol son 
perpendiculares al terreno, entonces QStar^n 'en un piano sin " 
necesldad de que los sujetemos por una abrazadera . ^Qu^ 
teorema apoya esa conclusi,6n? ^Podr^n los postes estar aCin 
en un piano, aunque no sean perpendiculares 'al terreno? 
iPodrfan no estar en un piano aun cujpdo estUvieran sujetos 
por una abrazadera? , 
Deterniina si habr^ siempre: 

a. dos rectas perpendiculares a un^ recta dada en un punto dado 
de la recta. 

b. dos pianos perpendiculares a una recta dada en un punto dado 
de la recta . 

c. dos recta^s perpendiculares a un piano dado en un punto' dado 
del piano, 

d. dos pianos perpendiculares a una|recta dada. 

e. dos rectas qjUe se corten y sea cada una de ellas 
perpendiculat a un piano dado. 

l^odemos demos trar toue es falso 
el supuesto de que dos rectas y L2 

sean perpendiculareft al piano E y 
adem^s se corten erf un punto P que no 
est^ en el piano Bf, probando que tal 
supuesto conduce i una contradicCidn 
con un teorema acerca de figuras en el 




( 



0;.- 



V 
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plane.' iDe qu^ teorema se trata? 

Dado MQ 1 piano E, y WFl piano E. 
'^Cu^ntos pianos diferentes quedan 
determin^dos por MQV MW,;WF y QF? 
Explfcalo. 



Am 






El AABF es is6sceles y tiene su v^rtice en B, HP » M, y RHIAF, 
R no est^ en el piano AFB, 

a. ^Cu^ntos pianos diferentes qviedan determinados por. los \ 
segmento^s de la figura? Explfcalo, t 

b. Localiza y describe una recta que sefi perpendicvijaf a uh 
plaj/^o. 

Datos:' P est^ en el piano E que 
contiene a A, B, C; P equidista 
de A, B, C; la recta LIE en P. 
Demostrar: Todo piin.to X en L 
equidista de A, B, C. ■ " 

\ 

Datos: La recta L i pldno ABC 
en Q; el punt^o P de L equidista 
de A, B,^C, , ^ 
Demostrar; Todo punto de L 
equidista de'A, B, C, 
(Sugerencia: Coasidera cualquier 
punto X If* Q en L y muestra que ^ 

XA - XB « XC.) * ' 




10. 



11 



Datos: API PQ, y API PC; 

PQlW en Q.' ' 

Demos traif : " ■ . . 

(Sugerencia: Toma R sobre 
QC de modo que QB - QR. 
Traza PB, PR.) 




. 0 



Demuestra e| siguiente teorema: Si Hesde un punto A fuera de 
un piano se trazan una perpendicular AB y segmentos oblicuos 
(no perpendtculares) '^AF y AH, que cor ten al piano a diferentes 
distancias de B, ei segmento que corta al piano a la mayor 
distancia de B tiene ia mayor iongitud. 

A I i 




12 

13, 



ERIC 



Datos: AB i piano E; F y H son 
puntos de E taies que BF> BH. - 

Demos trar: AF >■ AH ^ ' " 

Demuestra que cada uno de ios cuatro rayps AB,)AC, AD y AE no 
puede ser perpendicular a ios otros tres . 
Datos: XB y YB sort dos rectas eh ei piano E; m es up piano iXB>en 
B; n es un pj^no lYB en B; AB es ia inter secci<5Ade^ ^ n 
Demostrar; ABIE ^ ' 






A ^^^^^^ 




■ 11 


n 
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' ' , RECTAS PARALELAS EN UN PLANO 

9-1. Condlctonea que garantlzan el paralellsmo ' ' [. 

Hasta ahora en nuestra geometrfa nos Remos qcupado prin^cipaK 
mente de lo que ocurre cuando rectas y pianos tfe intefr^pecan de ' 
ctertas maneras. Vamos ahora a ver qu^ sttcede cuando se ' 
dntersecan. Veremos que es posible demo.strar muchas m^s ^sas itite- 
resantes . « ' ' \ •' 

• - • ^ . • V \ 

Consideramos primero eL caso de dos rectas> E^. teoreraa 3-3 nos 
da alguna infonuaci(5h en Seguida, ya que nos dice .;||jui fli dos re<itas 
se inter secan, >i5lt^n en un piano. Por io tarito, dos rectas que no 
estan en un piano no pueden intersecarsia . ' / 

DefigAcidr^ : Dos rectas que no eat4h en.ujfl piano se ilaiqan 
aiabeadas ,o rectas que se cruzan. I j 

Podr^s fficiimente encpntrar ejemplos de rect|is aiabeada;s en tu ^ 
saiOn de ciase. .--^^^''^ ^ 

Esto deja todav£a sin respuesta ei ptobiem%de si dos recta6*que 
est^n eri un piano tienen necerfafiamente que Iritersegarse; En el 
teorema 9-2 demostraremos ia existrencia de rectas eti un plan^ que ^ 
no se inter secan, y que son paraleias', coma ^stas: ; ' 




Demos primero un^ definicidn mds precisa. ^ \ 

D^finicidn : Dos rectas son paraieias si est^n enun mismo piano . 

, ■ - ■ . ■ y 

y no se inte^secan. 

Observa que p'*ara que dos rectas sean paraielas deben satisfac^rsA 
dos condlciones: no debeir^n intersecarse , y debet^n estar ambali en'^ • 
el misH^plano. . ■ ( . 
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TeQiai| ima 9^-1 ^ «Dos rectas par ale las est^n en exactamente un planp. 
- Demostracidn:* 'Si L^^-y ^2 son rectas paralelas, por la defini-. 
cion anterior sabeinos que hay uti piano E que contiene a L^^ y • 
Si P es cualquiW^^punto de L2, por el teorema 3-3 sat?emos que hay • 
solamente un piano que contiene a y P, Por lo tanto, E es el " 

dnico piano, qvte contiene a L^^ y L2.v ' 

Usaremos abreviatura \\ L2 para indicar que las re'ctas Lj^' 
y son paralelas, Por conveniencia diremos que dos aegmentos son 

paralelos si las tectas que los coAtienen son paralelas, De modo / 

an^logo diremos cuando nbs referimos a una recta y un segmento, o ;y 

una recta y un rayo, y asf aucesivamente, Por ejemplo, supohgamos 

que h^W en la figura siguiente: . 

^- X : ' B .. ; ^ 

- — — • -. ■ ..7. ' . ' r ' ^"1-1 ■ • 

. - - ' ' 9 • - D_ ^ 

-■■ ■ .■ ' ■ . ■ ■ ,- . ^2 

Entbnces, podemos t^mbi^n escribir AB ||CD, /i.B IIL2' ^^H^^j -BAllfCD, 
y asf sUcesivamente . Cada una de estas afirmaciones equivale a la 
af i|ntiaci6n de que L^|| L2 . / ,J 

No p^frece f^cil mediante la definicidn .decidir si doa rectas que 
paracen Set paralelas realmente lo son, Toda^ recta, se ex^iende inde 
f inid^tnente en dos. dlreccior\es y ^para saber ^si dos rectas no se 
intersecan, tendrfacnos q[ue v'er las dos reqtfis en' toda su extensi6ri ,. 
S^tn embargo, hay una <:ondict(5n sencllla^ que es^5uf icierite para gatan 

tizar que^dod rectas sopi paralelas ^ Es la siguiente; 

Teorema 9-2. Dos rectas eA uri piano son paralelas si ambas son 
. perpendlculares a la mi$ma recta, " . 

DegiostractiSn: Sypongamos que L^^ y l^^ son^ dbs rectaj9 en el piano 
E, r ^^a upa de ellas perpendicular a una rectd L en los puntgg P y Q. 
Hay en t once 8 dos po$ibt^idades : 
• (1) h\ y L2 se Intersecan en un punto R, , 



2^j3 - 
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(2) y no se inter secan. 



^ p 








'I 





L 



En el caso ( 1) tendrfamos dos recta», L^^ y L^, cada una de elXas 
perpendicular a L y pasando por Esto es impossible segiSn el teorema 
6-1, si R est^ en L, y segdn el teorema 6-3, si R no est^ en L. . Por 
lo tanto, el' caso {2) es el dnico posibl^e, y asf, por def inicidn , 

. El teorema 9-2 nos pfermite demostrar el siguiente teorema de 
existencia, que es muy importante. 

Teorema 9-3 . Sea L una^ recta, y sea P un punto qlie nd est^ en L. 
Entonces hay al menos una ^recta, que pasa por P y es paralela a L, 



.1 , 

• 

p 


L, ■ - 
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Demos tracitfn: Sea una recta que pasa por P, perpendicular a 
L. (Por el teorema 6-1, una recta tal.) Sea L2 una recta que 

pasa por P, perpendicular a en el piano de L y P. Por el teorema 
9-2, L2 II L. . ( 

Parecerfa propio, a estas aXturas, intentar demostrar que la 
paralela del tWema 9-3 es ilnica; es decir, podrfamos tratar de 
probar que en un plang, y por un punto dado que no est^ en una recta 
dada, pasa solamente una paralela a la recta dada. Por muy extrafio 
que parezca, no podemos demostrar tal cosa a base de los postulados 
enunciadqs hasta ahora y fenemos que aceptarla como un nuevo pqstulado 
Examinaremos esto en mayor rietalle en la secci6n 9-3. Mientras tanto, 
antes de empezaJ: 'a trabajar sobre la base de este nuevo postulado, 
demostraremos algunos teoremas' adicionales que, al igual que el 
teorema 9-2, nos dicen cu5ndo dos rectas son paralelas. ^ 

Daremos primer c^algunas def Iniciones . ^ 

Definicidn :' > Una secante a dos rectas en un piano es una recta que 
las interseca ert dos puntos, diferentes . ' 

Decimos que las dos rectas son "cortadas" por la secante. 
. Deflnici6n : Sea L una secaftte— a-t^ y que las corta en P y Q. 

Sea A un punto de y B un punto de tales que A y B est^n a lados 
opuestos de L. Entonces zPQB y z QPA son ^ngulos alternos internes 
formados por la secante' a las dos "rectas . 




\ 



* 
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' Notar^s que' en la deftnlcldn dfe secante, las dos rectas menclo- 
nadas podrdn set o no ser paralelas; pero sf se Intersecan, entonces 
la secante, no puede cortarlas en su punto comdd. No se permite, pues, 
una situacidn como la que tnuestra la figura siguiente: 




9t 



Es declr, -en esta' figura L rio es una secante a laS rectas L^^.y L2 . 

*Notar5s tanlBii^n que una perpendicular comi3n a dos rectas en un 
piano, como la del teorerpa 9-2, es siempre una secante. 

Teoretna 9-4 . SI dos rectas son cortadas por una secante, y si 
un par de ^ngulos alter;nos Internos son congruentes, eptonces eV 
otro par de angulds fjlternos internos son tambi^n congruentes • 
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Ea-decir, si la * /a*", entonces.zb « zb' . Y si /b S Zb' , entonces 
i^a - Za' . La deiinostracitfn se deja al alumho. 

El siguiente teor^ma es una generalizacidn del teorema 9-2; esto 
es, incluye el teorema 9-2 como un caso- especial: 

^ Teorema 9-5 . Si dos rectas son cortadas por una secante; y si 
un par de ^ngulos alternos internos 'son congruences ,^ entonces laa 
rectas soft paralelas. ^ ^ • 




Demos tragiijnr Sea L una secante a y L^, que las corta en • 

P y Q, Supongamos que un par de 5ngulos alternos internos son 
congruentes, Tenemos, pues, dos pe^ibilidades : 

(1) L y se intersecan ejl un punto R, . 

1^ 2 . ^ / \j 

(2) L II L ^ ^ 

En el caso (1) la figura serf a asf : 

V 



■ * 




L . 



-■2t)Y-. ' • .9-1 
Sea S un punto de situado a un lado de L distinto de aquel en que 

est^ Entonces ZSPQ es un ^ngulo exfeerno- del APQR, y ZPQR es uno 
de lo8 ^ngulos internos no contiguos. Par el teorema 7-1, ©sto quiere 
decir que 

m ZSPQ >• mZ PQR, ^ * ' 

Pero sabemos por ia hipdtesis que un pat^. de ^ngulos alternos 
internos son congruences. Por el teorema ^anterior , ambos parea de 
^nguios alternos internos son^ congruences , Luego, 

m z SPQ - m Z PQR, 

Como la afirmacidn (1) nos lleva a una contradiccidn de tiuestra hip6- 
tesis, dicha afifmaci6n es falsa. Por lo tanto, la afirmacidn (2) es 
c^erta,. 

Conjunto de ' prpblepias 9-1 

1. a. i^stablece la definicidn de rectas paralelae que ^stas . 

deber^n mantenerse una de otra % la misma distancia? 
b. Si dos rectas dadas no est^n en un piano, ^ppdr^n ser 
paralelas? 

2, Dos rectas en un piano son paralelas si , o si 

o si ♦ . 

.3. Si dos rectas en un piano son cortadas por una secante, ^ser^n 
' siempre congruentes los ^ngulos alternos internos? 

\ 

4, En el espaclo, si dos rectas son perpendiculares a upia tercera, 

1- • * 

^ser^n paraLelas las dos rectas? 

5, a. Si los ^ngulos de 80"" de la 

figura estuvieran bien' dibu- 

Jados, iserfa L^^ paralela a ^ ^ j^. — — ^L, 

por etl teorema 9-5? 

I 

Expltcalo. 1^0' ^ I 

b. iCu^ntas medidas diferentes 

de ^nguios habrfa en la figura? 
iCu^lds? ^ 
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6. SI los ilngulos de la figura fueran 

IK del taraaflo indicadoy iqu^ rectas 
serfan paralelas? 

/ 



M, 
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i' . Dada una recta L y un punto P fuera de L, explica c<5mo se 
podrfan usar la regla y el transpor tador ^para dibujar una 
paralelai^ L por P. . « 

3. Suponsanu^ que se aceptan las siguientes dos def iniciones : 

Una recta vertical es una que contiene el centre de la tierra 
. Una recta horizontal es una que sea perpendicular a alguna 
recta vertical . ' 

a. ^Podrfan ser paralelas dos rectas horizontales? 

b. ^Podrfan ser paralelas dos rectas verticales? 

c. ^Pqdrf an ser perpendicuTares dos rectas horizontales? 
j^^..--^nch^ ^^Pddrfa perpendiculares dos rectas verticales? 



9, 
10 



iSerfa tan>oi^n horizontal toda recta vertical? 



^^i^^erfa^ambi^n vertical toda recta horizontal? 
g-\^od^a una recta horizontal ser paralela a una recta vertical 
h. iSerla horizontal toda redta? 

^Ser^ posibleV encontrar dos rectas en el espaci© que ni se inter- 
sequen ni sean paralelas? > ^ 

Datgs : mZ DAB - mZ CBA - 90, 
. ( y AD « CB. 
Dembstra): mz ADC -» mz BCD 
i^odrfas tambi^n demostrar que 
mZ ADC - mz BCD - 90?. 
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11. Se da la figura en laq^e 
AR - RC • .PQ, \ 
AP - PB - RQ, 

* BQ,- QC - PR. , ( 

Demos trar; • 
mZA+mZB + mzC» 180: 
(Sugerencia: D^muestra que 
m/j a - mzA, tnzb ■ mzB, 
ni Z c ■» m Z C . ) 

12. Datos: AB - AC, AP - AQ. 
Demos trar: || ^ 
(Sugerencia: Hagamos que la 
bisectriz del /A corte a PQ en 
R y a BC en D..) 

13. Datos: La figura de la 
derecha 6n la que | 
ZA » ZB, 

I AD - BC, 
AT - TB, 
SD -« SC. 
Demos trar : 

ST IDC , 
STIAB . ' 

DCllAB ' 
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9r2. AnRuios correspondlentes 

En la figura siguiente, los ^ngulos marcados a ^ a' se Haman 
»dngulos correspondlentes: 




f 



De modo an^logo, b hj^ b' son ^ngulos correspondlentes; 

son los pares c, ^ d, d' . ^ 

Def lnlcl6n : , SI dos rectas son cortadas por una se^e.anl:e, 

zx, zy son angul^os alterr||s Internos, y si losy^ngulos zy, Zz son 

opuestos por el v^rtdce, entonces Zx, son jingulos corresponcllent 

i ^^^^^ 

o dnguios externos-intfej'nos . 




ibi^n lo 




Deber&B cleniostrar el teorema siguiente: 



. ■ ■■■■ ■ ■ "i • ■ 

Teorema 9^6'. Si dos rictas son cortadas por una secanteV>y si ^ 
..un pai? dQ^.^ngulQs corresipondientefi son. congruences, ent^nces los . ' 
otrq.8 tr^s |)ares cle, ^ngulos- correspondiente's tienen ,1a misma pro- 
pliedad . . /. ' ' , ' ' , 

;;U demos tract^Sn es un poco m4s larga que la del teorema .9-4 .. , ' 
• Tfi<^reina 9-7 ; Si dos rectas son cortadas por una secante, y • 
;;8i uh par; de fingulQs correapondientes son congruences, entonces las • ' 
rectas son paraielas. La demostracidn se deja al alumno. 

Parece como si los repfptocos de los teoremas 9-5 y 9-7 deblerfth " 
ser qiertos. El recfproco del teorema 9-5 dirfa que si dos rectas , 
paraielas son cortadas por una secante, intonces los ^ngulos alternog . 
internos son congruentes . El recfproco del teorema 9r7 dirla que ^i 
dos rectas paraielas son cortadas por una secante, entonces los ^ngulqs 
correspondientes son congruentes. Estos teoremas, sin embargo, no! 
se pueden demostrar a base de los postulados enunciados h^sta ahoraV 
Para dempstrarlos necesitaremos utilizar el postulado de las paraielas 
que enunclaremos en la pr<5xima seccidn. . 

El p9|tulado de las paraielas es indispensable tambi^n para las 
»demostraciones de muchos ottos teoremas de nuestra geometr£a. . 
Algunos de ^stos ya los conoces por tutrabajo en otros grados . Por: 
ejemplo., sabes desde hace algdn tiempo que la suma d^ las medidas 
de los dngulos de cualquier tri^ingulo qs 180. Sin embargo, sin el • . 
postulado deg.as paraielas "eg imposible demos-trar tan importante 
teorema. Prosi^amos, pues, al postulado de las paraielas. 



El postuladd de las paraielas . 

\ ■ • ■ •; ■ 



Postulado 16 .' (El postulado de las paraielas ) for 
un punto externo dado a lo sumo una recta paralela a 
^una retta dada. 
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Notar^s que no' necesi tamos decip en el postulado que hay al 
menos una tal paralela^ pues eso ya 16 sabemos por el teorema 9-3, 

Pareceria naturaV suponer que ya tenemos sufieientes postulados 
para poder demostrar cualquier enunciado que sea "razonable"; y 

como el .postulado de las paralelas es razonable, podrfamos tratar 
de demostrar lo en v«rz de presentarlo como un po6Jtulada. De todas 
maneras , algunas personas muy inteligentes pensaron asf acerca 
del postulado durante siglos y siglos . Ninguno de dllos, sin 
embargo, pudo encontrar una demostracidn . Finalmente, en el siglo 
pa^ado, se descubrid que tal demostracidn no es' posible, • La raz6n 
es que hay algunos slstemas matem^ticos que son casi iguales, pero 
no exactamente, a la geometrfa que es tamos estudiandou En estos 
slstemas matem^ticos quedan satisfechos casi todos log postulados 
de la geometlrfa corriente, pero no asf el postulado de las paralelas. 
Estas "Geometrfas No Euclfdeas" pueden parecer extraftas y de hecho 
lo son.' (Por ejemplo^^en estas "-geometrlas" no exist e 'tal cosa como 
un cuadrado . Y No i^olamente sirven estas geometrlas para desarrollar 
teorfas materadticas interesfantes , sino* que tambi^A tienen importantes 
^ apLicaciones a la ffaica. r 

^Ahora que tenemos el postulado de las paralelas, ser^ posible 
demostrar numerosos teoremas importantes que no pqdrfamps demostrar 
sin 61. Empezamos con una demostracidn del recfproco del teorema ^^-5 

Teorema 9-8 . Si dos redtas paralelas son cortadas por una 
*secante, entonces los ^ngulos alternos internos son congruentes, 
Demostracidn : Sean dadas 1^ rectas paralelas L^^ y 'L^, y una 



secartte L , que las' corta en P y Q. 
3 



Li 



Supongampa que\ia y zb no son congruentes. Sea L una recta que 

• ■ 

pasa por P y tal que los ^ngulos alternos Internes zc y Za, forraados 



con la 8ecante>\g^e«j\ congruentes. 




(Por el postulado 'de construcci6n del ingulo, hay una recta tal,) 
Entonces L ^ Lj^^ por que Zb y Zc no son congruentes. 

Veamos ahora lo que tenemoiS. Por la hipdtesis, Lj^||L2. Y por el 

teorema 9-5, sabemos que L || . Asl, pues, hay dos rectas- quQ pasatl 

per P, paralelas a L^. Pero esto es imposlble, porque contradice 'el 

postulado de las paralelas. Por Imtanto,. Za ^ Zb, lo que querlamos 
denvostjpar. 

Las demostraciones de los slgulentes t€^remas son breves^ .y 
debes »redactar las td mjLsmo, \ 

Teorema 9-9 . Si dos rectas paralelas sort cortadas por una 

secante, eada par de ingulos jcorrespondientes son congruentes* 

Teorema 9^10 . Si dos rectas paralelas son cortadas por una 
secante, los ^ngulos internos a un mipmo lado de la secante son 
suplementarios ; 

De otro modo ; Sean Lj^H y T una secante que corta*a Lj^/T 1*2 • 

Demuestra que el zb es suplementario del Zd y el za es suplej^entario 
del Ze, . ' 
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Teorema 9-11 . En un piano, dos rectas paralelas a la ralsma 
rectli son paralelas entre sf. 



Teorema 9-12 , En un piano, si una recta es perpendicular a 
una de dos rectas pata^K^las^ es perpendicular a la otra. 

Conjunto de problemas 9-3 



Dates : 

in^A-ra/B-ra/:C*»90 
Demuestra que mZ D - 90. 




2. Demuestra que una recta paralela a la base de un trl^ngulo 

is6scele8 y que interseque a los otros dos lados del trlingulo 

' • ' R 

fprma "otro triingulo isosceles. , 

3. Datos: En la figura, 

•RT - RS, PQli RS. 
Demuestra que PQ - PT. ^ 

4. Repada la demo8traci6n indirecta que se presenta en la ^ demos tra 
cl6n del teorema 9-8/^ luego da una demostracitfn indirecta de 
cada una de las siguientes af irmaciones, a base de presentar 

- una contradiccidn del postulado de las pftralelas: 
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En un piano, si y L2 
son dos rectas paralelas, y 
M es una tercera recta que 
corta a en entotices M 
tamW^n corta a . 

En un piano, si una recta R - 
corta solamente a una de otras 
dos rectas ^^2* ^"^^o^^es 

L y* L se InterMfran. 
12 I • ■ 
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Datos: R int< 

\ 

R no 



a Li en P. 



irseca a 



Demuestra que L^^ interseca a L2 • 

i! ''■ ' f~ 

Demuestra que en un piano dos fingulos con sus 'lados 

respectivamentfi paralelos y de modo que arabos -se exti'enden 

en la misma direcci6n (o ambos en direcciones ^puestas) , son 

ycongruentes . > a 

^ Datos: BA || yX, 

BCllYZ. y\ C Qy 

Demuestra que ZABC - zXYZ. 

• Y ^ 1 Z 

Demuestra que en un piano, dos ingulos con sus lados 
resoectivamente paralelos, pero de modd que' solamente un 
par de 6stos se extienden en la misma direc.cidn, son suple- 
mentarios . . 

PYX 
Datos: BA II YX, ^ . * 

BC II YZ. 

Demuestra que m Z + ra Z XYZ "180 . 




*7. 
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(JNotai Solamente •iiustramos aqul ialgunos casog. TpdOs 
/ ids depAa pueden comprolJarse con facilidad. La palabra 
'^direccidn"^no (i^st^l definida, pero debe sobr^ntenderse 
su sentido.) 

Dibuja varios pares de 5ngulos ABC y DEF tales que BAIED' 
y B^IeI'. Enuncia un teorema que creas puedB ser cierto 
respecto de las medidas d'e tales ^ngulos. 
Si el teorema 9-8 se aceptara como un postulado, entonces 
serfa posible demostrar el postulado de las paralelas como i 
teorema. (Es decir, debe demostrarse que no puede habei/i^f 
segunda paValela a una recta por un punto fuera de ella*) 
Datos: y son dos rectas 

que contienen a P, y 
• . L^^ II M. 

Demuestra que L2 no es paralela 

a M. I 

Demyestra que si el teorema 9-12 (Si una secante es perpenj*- 

dicular a una de dos rectas paralelas, es perpendicular a 

la otra) se ac6ptara como un postulado, el postulado de las 
paralelas podrfa ded^pstrarse como un teorema, 

Datos: L^^ || M, y L2 contienen a P. 
(L2 ^ h^) 

DemUestra que no es paralela a M, 
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9-4. ' Trljlngulos ^ 

Teorytna 9-13 . La sClma de las medidas de los ^ngulos de un 

triingulo es ISO. , - 

Demodtracitfn: Dado el AABC, sea L la recta paralela a AC que 

paaa por B, y sean los zx, Zx^ , Zy, Zy'^ jr^^ tales como aparecen en 
la f igura. * 



Sea D un pun to de L al mismo lado de AB que C, Como AC || BD, 
A esta al'mismo lado de BD que Por lo tanto, C est5 en el 
interior del MBD (d^finicidn del interior de un fingulo) , y asf, 
por €fl postulado de la adici(5n de^ ^ngulos, tenemos. ^ 

m ZABD « mZ 2 + m Z y' . ^ ' • • 

Por el pos^tulado del suplemento, . . {' 

m Zx' + m ZABD - 180. - ^ ^ 

Por lo tanto, 

mzx'+mzz+in Z.y' - 180, 
Pero sabemos por fel t^rema 9-8 que m Zx » mZ x' , y tamlDifin * 
mZy « mZyl , porque esos son ^ngultrs alternos internos ♦ Sustitu- 
yendo, obtenemos 

mZ X + m Z z + m z y « 180 , 
lo que querfamos demos tr at. 

De aquf obtenemos vaxios corolarlos importantes: 
Corolario 9-13-t . Sea dada una correspondencia entre do's 
tri^ngulos. Si dos piires de ^ngulos correspon'dlentes son Gohgruenfces, 
entonciBS el tercer par de ^rigulos^ corre^pgiidiehtes son tarabi^n . 



^ qongruentes • 
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El cgrolarlo dice que si ZA * Z A' y ZB ^ZB', entonces 

« 

^ J .i> 

ZC - Z C . Como suglere la flgura, el dorolarlo se apllca en los 
casos en que la correspondencia dada no es und congruencla, y 
tambi^n en los ca'soa en q^e AABC - AA'B'C* . 

Corolario 9-13-2 . Los ingulos agudos de un trl^ngulo 
rectin^ulo sop Qompleinentarlos . 

<t Corolario 9-13-3 .- En todo trlingulo, la medlda, de un fingulo . 
externo es, la suraa de las medldas de los dos ^ngulos Internos no 
contlguos. 4 

Conjunto de problernqs 9-4 ^ 

1. Halla la medlda del tercer 5ngulo, si las medldas de los otros 
dos ^ngulos de un trl^ngulo son las slgulentes: 

, a. 37 y 58 d, r y ..s 

, b. 149 y 30 e. 45 + a y 45 - a 

c. n y n ' f . 90 y -|k ^ 

2. Para hallar la distancjia de u^jf 
punto A a un ]punto lejano P, un 

agrlmensor puede medir una pequefta A ^ 
distancla AB y t^mbl^n medir el 
L-k y elZB. De esta informaci6n 
puede c^lcular la medida delZP y 
luego, mediante formulas . adecuadas , > * 

calcul^r AP . Si m zA - 87 . 5 2 , 
m ZB -* 88.3, calcula mz P» , , ; 

3* , iPor qu^ es indispensabj.e el postulado de las paralelas para 
.demostrar el teorema 9-X3? 
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Dibuja una fl^ura cbmo la de la 
derecha y compldtala indicando. 
el valor de cada uno de sus 
;Sngulo8. 




Dado que ZA - ZX y ZB ZY, 
iserfi posible afimar lo 
siguiente? 

a. ZC -z Z 

b. AB - XY 

Datos: BD biseca al ZEBC, 
y II AC. 

Demuestra ^que AB ^ BC . 




Demuestra que la bisectriz de un ^ngulo externo en el 
v^rtice de un tri^ngulo isdsceles es paralela a la base. 
Dato: La figura de la derecha. 
Domuestra^ue s + r >• t + u. 
(Sugereticia: Traza DB.) y 
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*9. Datos: En la flgura, Z'^AC es 
* un dnguio recto, y QB - 
Demuestra que QB - QC . 




*10. Datos: En el AABC, ZC es un 

* 5ngulo recto, 

AS. - AT ^ y BR • BT . 

Demuestra que mZ ^TR - 45/ 

(Sugerencia: Sup(5n que 

mzA - a. Lue^o HalJ.a fdrmulas 

para las medidas'^e los otros - 

^ngulos" de la figura, cada uno, en 

t^rminos de^ a . ) ' 




9-5. Cuadrlldteros en el piano • 

Un cuadril5tero es una figura plana dd^'cuatro ladgs, como son 
las siguientes: 

,B. .C 



(4 




D 




'D 



A' 




D 



Las dos ultimas figuras ilustrah lo que podrfamos Hamar pi 
caso [\\&s general, en -.el que no hay dos lados congruentes, ni dos 
lados paralelos, ni do3 dngulos congruentes. 

Podemos enunciar con mayor precision la de£inici6n de un 
cuadrii^tero en la siguiente forma: 

Definicjdn : Sean A, B, C y D cuatro puntos\n el^ mismo piano, 
tales que tres cualesquiera de ellos no eW^ti alAneados y tales que 
los segmentos^B, BC , CD y DA se irrtersequen solament^ en sus 
extremos, E^«^nces, la reunion de estp.d cuatro segmentos es un 
cuadriljttero . \ . ' 

Para abrevtar, llamaremos ABCD a esta figura. Notar^s que en 
cada uno de los ejeraplos anteriores, con excepci<5n idel dltimo, 
el cuadrildtero m^s su interior constituyon un conjunto convexo,, 
en el sentido en que se definld en el cap'ftulo 3. Esto no es asf 
para la tigura* inferior de la derecha, pero esta figura', segun . 
nuestra def lnici6n, es tambi^n un cuadr il^ tero^ ■ Observa, sin 
embargo, que' figuras Vomo la siguiente no /son cuadr^l^ teros de 
acuerdo con nuestra definici<5n: • \ 




r 



Aquf la figura no es un cuadril^tero , poirque los segmentos 
BC y DA se intersecan en un punto que no es un extreijjo de ninguno 
de ellos. Observa tambl^n, sin embargo, que es posible construlr 
un cuadril^tero 'que tenga esos mismos cuatro puntos como vertices, 
asl; ' 



I 
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En este caso ABDC es un cuadr ildtero . 

Deflnlclqnes, : Lados opuestos de un cuadril^tero son dos lados 
-que no se intersec^n, Dos de sus ^ngulos son opuestos si no tlenen 
un lado comiSn. Dos?- lados son cons ecu tlvos si tienen un v^rtice 
corailn, De manera an^loga, llaraamos conaecutivos a dos ^ifgulos si 
tienen Un lado comiSn, Una diagonal es un segmento que une dos 
vertices no consecutivos , 




En un cuadril^tero ABCD, AB y CD son lados opuestos, como lo son 
BC y AD. AD y tD o *a5 y AB son lados consecutivos. AC y BD son las 
dtagonales de ABCD. iQu^ ^ngulos son opuestos? ^Cu^les son consecu- 
tivos? 

Definicitfn ; Un trapgcio -es un cuadril^tlto en el .que'dos, y 
solamente dos lados opuestos son paralelos. 




Deflnlclgn; Un paraleloyamo es un GUadriUtero en el que ambos 
pares de lados opuestos .son paralelos. > 




No deber^s tener mucha dlficultad en demostrar los -teoremas funda- 
mentales relativos a trapecios y paralelogramos , ' , 

Teorema 9-14 . Cada diagonal separa a un paralelogramo en dos 
trUngulbs congruentes. .Es decir, ABCD es un paralelogramo," entonces 
'MBC ACDA y AABD - ABCD. 

Teorema 9-15 . En un paralelogramo, dos lados opuestos cuales- 
quiera son congruentes . 

Cbrolarlo 9-15-1 , Si L^^ (| L2 y si P y Q son dos 'puntos cuales- 

quiera eri Lj^, entonces las distancias de y Q a L2 son-* iguales . 

Esta propiedaxl de ^as rectas paralelas se abrevia a veces 
diciendo que "las rectas paralelas equidistan en toda su extension" • 

De£inici6n : La distancta entre dos rectas paralelas es la 
distancia de cualquier punto de una de ellas a la otra. 

Teorema 9-16 . En un paralelogramo, dos dngulos opuestos 
cuaiesqulera son congruentes^ 

Teorema 9-17 . En un peralelogramo, dos ingulos consecutivos 
cuaiesquiera son suplementarios . 

Teorema 9-18 > Las diagonales de un paralelogramo se bisecan . 

En Iqs teoremas 9-14 al 9-18 nos ocupainos de varias propledades 

de un paralelogramo; es decir, si sabemos que ut^cuadril^ tero es un 

paralelogtamo podemos enuneiar ciertas propledades acerca de ^1. En ' 

los tres teoremas siguientes nos referimos a la relacidn recfprocaj 

es decir, si (jpnocemos ciertas propledades de un cuadril^tpro, 
♦ * • ii . ft ' ^ 

porfremps aJ^lrm^i^r que ues un par«lelogram6^ • • % ( 



Teorema 9-19 , Dado un cuadril^ tero^ §n el que ambop pares de 
«lado8 opuestos son congruerjtes^ entonces el cuadril^tero ea. un 
paralelogramo . 

Teorema 9-20 , Si dos lados de un icuadril^terai son^ paralelos y 
conAuent^es, entonces el cuadrll^terp es un paralelogramo, 

Teorem a .9-21 , Si las diagonales de un cuAdril^tero se bisecan, ^ 
enttfhces el 'cuadrll^tero es un paralelogramo.^ 

El siguiente teorema enuncla dos propiedades Utiles. DamOs la 
demostract6n compXeta del teorema, 

Teoremfi 9-22 , El' segmento entre los dos puntos medios de dos 
lados de un triangulares parelelo al tercer lado y tiene la rultad.de 
su longitud. " ' / 



4 



B P' 




/ _ 

De otro modo r Dado 61 AABC, sean J) y E los puntos medios de AB 
y BC, Entonces DE II AC, y DE - ^AC, 

/ Demostraci6n : Usando el teorema de la localizacitfn de puntos, 
sea F el punto del rayo opuesto a ED tal que EF •« DE , Ofreceraos 
el resto de la demb^1?i:acl6n en dos columnas. La notaci6n para* 
^ngulos es la de la flgura, ^ .» 
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» Af Irmaclones 



Razoiies 



a. *'EF 



ED 



2. EB »^ EC 

3. zx-zy 

4. AEFC * AEDB 

5 . ' Z V Z W 

6. S II CF 

7. AD - FC 

8. ADFC es un pardlelogiramo 

9. DE H AC 
10. DE - ^AC 



1. Se 'escogifi F para que egto fuera 
cierto. ' ^ 

2. E es el punto medio de BC* 

3. Los ^ngulos opuestojl por el 

Leot 



v^rtice son cqngruejptes . 
Postulado del L.A.L. 



5. Partes correspondientes de 
tridngulos congruentes 

6. Teorema 9-5 

7. AD « DB, por hip(5tesis, y ^ 
DB -,JC, por la afirmaci6n 4 

JB. Teorema 9-20 

9 , Def inici6n de un paralelograrao 
10. /DE - -^DF, por la afirmacidn 1, 
^ y DF - AC, porel teorema 9-15 



9-6. Rombo, rectjingulo y cuadrado v 

D.eflnlclones : Un rombo es un paralelogramo cuyos lados todos son 

♦« 

congruentesy 




\ 



Un rect^ngulo es un paralelogramo cuyos ^ngulgs todfos son rectos. 
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Finalmente, un cuadr^do un rect^^ngulo cuyds lados todos son 

congruentes . / ^ * 

Como anteriormente, dejamos al alumno las demostraciones de los 
siguientes teoremas: * 

■t Teorema 9-23 . Si un paraTelogramo tiene un ingulo recto, enffonces 
, tiene cuatrC) ^ngulos rectos, y el paralelogramo es un rect^lngulo, 

Teorema 9-24 . En un rombo, las diagonales son perpendiculares 
entre sf. » . 

Teorema 9-25 . Si las diagonales de un cuadrilfitero se bisecan 
y son perpendiculares, entonces el cuadril^tero es un rombo. 

Conjunto de problemas 9-6 
1, ^Para curies de los cuadril5teros--rect5ngulo , cuadrado, rombo, 
paralelogramo-- s^ podrfa demos trar cAda una de las* siguientes 
propiedades? ♦ ^ 

a. . Ambos pares de ^ngulos opuestos son congruentes. /' 

). .Ambos pares de lados opuestos son congruentes. / 
Cada diagonal biseca dos 5ngulos. I 

d. Las diagonales se bisecan. ^ ! 

e. Las diagonales son perpendiculares. 

f. Cada par de dngulos consecutivos son suplementarios . 

g. Cada par de lados conse^tivos son congruentes. 
h* La figura es un paralelogramo. 

i. Cada par* de ^(ngulos consecutivos son c^pdgruentes . 
j. Las diagonales son congruentes. 



*2. Si la^ medidas de los ^ngulos son que aparecen en el paralelo 
^ « ^ramo ABFH de la figura, icxxSlI^s la medida de cada ^ngulo? 

\ SxU A r 
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En esta fig|(ira, ABHQ y AFRM son 
paralelogramos . ^Cu^l es |a, 
relacidn del z M* al z H? 3^ • 
del ZR al ZH? Justifica tu 
respueista. 




A- 
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rH 



B 



4. 



5. 



6. 



iSerfa sufifiente la infprmacitfn acerca de un cuadril^tero * 
que se da mis allelante para demostrar que es un paralelogramo? ; 
io un jrtsctingulj)?; un rombo?; un cuadrado? Considera 
cada ftegunta "pj5r separado. ' 

a. Sus dxDs pares de lados opuestoa son paralelos . 

b. Sus dos pares de lados opuestos son congruences. 
Tres de sus ingulos sOn rectos. 
Sus diagonale6 se bisecan. 

Sus diagonales . son congruences. • 
Sus'diagonalep son perpendiculares y congruences. '* 
Sus diagonales' son cada una la raedi-aCriz de la oCra. 
Es equilicero. • - , 

» * • 

Es equi^ngulo. 
Es equilicero y equi^ngulo. 

Sus 'dos pares de ingulos opuestos son congruences. 



g 
h 

i 

J 
k 

1 



Cada par de ingulos consecucivos son --suplemenCarios . 



Datos : ABCD es un paralelogramo con 
diagor^l AC, y tambl^n AP « RC. 
Demuestra que BPBR Ces un 
parj^lelogramo . 

Datos: Los paralelogramos 
AFED y FBCE, segtin aparecen 
eh la figura plana de la 
derecha . 

Demuestra que , ABCD es un 
paraIelogi;'amo • 
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7. SI por un punto en la base de un tri^ngulo isosceles trazamos 
rectas paralelas a los lados iguales, se forma un paralelogramo 
„ cuyof per£metro es igual a la suma de las iftigitudes de los 
lados iguales. 
Datos: En la figura, 

rs * rt, px ii rt, 
pyIIrx. 

Demuestra que: a. PXRY es un 

paralelogramo , 
b , PX + XR + RY + YP 
- RS + RT. 

8- En la figura, si ABCD es un paralelo- 
gramo con diagonales. AC y BD que se 
later secan en y trazamos EF, pasando 
por Q, demuestra' gue EF est^ bisecado 
en Q, 

9 . Se da el trapecio is6sceles AfCD 
en el que AD * CB y CD II A 

Demuestra que ZA «^ZB. ^ ^ 

«^ (\ . • 

10. La mediana de un trapecio es el segmento que une lo& puntos 
tnedios de sus 4adx)s no paralelos • ^ 
a. Demuestra el siguiente teoremd: La mediana de un trapecio 
paralela a las bases e igual en longitud a la semisuraa 
de las longitudes de las bases. 
Dates: El trapecio ABCD con CD || AB, 
' P ,^el punto medio de AD, y Q el punto 
medio de BC . 





Demuestra que PQ || AB, y, que 
PQ - "ICAB + CD). 




(Sugerencia: Traza DQ ihter-^ 
secando a AB en K.) 



B 



2So 



b . .Si AB 9 pulgadas y DC ^ 7 
. .pulgadas , entonces 'Pq' * • 



c. Si DC' - 3^ y AB - 7 , entonges 

■; PQ - . ■ 



Un cuadril4tei:o convexo con vivpices marcados consecutivamente 
ABCD se llama una chilrlnga (un Yolantln) si AB - BC y CD - DA. 
Dibuj^,algunas chiringas. Enuricia tantos teorem^s acerca de ' 
una chiringa como puedas y demuestra al menos un* de ellos . 
Datp; El cuadril^tero .ABCD 
en el que P, Q^R, S son los 
pun^tos medios de los lados. 
Demuestrfi que RSPQ es un ^ 
paralelogramo, y que PR y SQ 
se blsecan . 

(Suger^encia : Traza .RQ, .RS ?P, 
DB y ' , 




Datosj^ En la ffgura, AD<BC, 
DAIAB, y CB lAB. 
Demuestra que m z G < m Z*D . 



Demuestra que la 'teuma diB las 
longitudes de las perpendicula- 
res trazadas desde un pilnto 
cualquiera en la base de un 
tri^ngulo ls6scele& a los 
otros lados es igiial a. la 
longitud de la altura corres- 
pondiente a cualquiera de 
estos lados . 

(Sugerencia/ Ttaza P^lBT. 
Entonces 4a f igura nop sttgi^ete 
que PX y QT son congruenteg, y 
qu€) PY y BQ son congruenteli 





.16. 



17 



18 



*19 



Demuestra qqe la soma de l^s longitudes de las perpeijdiculares 
trazadas desde cualquier punto- en el. Interior de un tri^ngulo 
equll^tero a los tres lados es igual a la longitud de una 
altura* (Sugereacia: Traz^i un segmento, deade el punto interior 
perpendicular a la altura 'elegida,) . 
Se . da jun heni gono , tromou. en la . ^ 
figura, con AB||OC, BG || OD , CD || OE., 
DE II OF, EF ItOA- 

Demuestra qa^-FAllCD. v ,^ ^ 



a. Dado que AA' , BB' , CC' , son 




paralelos y que AB || A*B' , 
•BC || ¥^', como en la figura, 



*20./^Demu 



demuestra que AC H A*Q* . 
b.. iSer^ la figura necesariamente 

plana? Si no lo es, ^ser^ siempre 
v^ljLda tu demostraci6n? 

Se da un cuadrado ABCD, y lo3 puntos ^ 

K, L, M, N, que dividen los lados como 
en la figura, de modo que a j[ b son 

las longitudes de los segmentps 

cortados por ellos. 
D^^muestra que KLMN es un cuadrado, 

Demuestra que si ABC^ es un paralelogtamo , entonces D esti 
en el interi9r del ZABC* 

Demu^tra que las dlagonales de un paralelogramo se Intersecan, 
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9-7.. Secantes a muchas recta$ paralelas 

Deflnlclones; 'si una s^Lnte corta a dos re'ctas Lj^, L2 in loi 
puntos A.y a, entpnces decimos que y L2 recortan o marcan el 
segmento AB en la secants. 




Supongamos que t;enemos tres rectas dadas L^^, t^, L3 y una secante 
que Us corta en los puntos A, B y C. Si AB « BC, entonces decimos 
que las tres rectas recorXan seRinentos congruentes en la secante. 



1 



• c 




■L, 

•u 

L3 



Demos traremo§ lo s£guiente: 

Teorema 9-26 . Si tres rectas paralelas recortan segmentos 
congruentes en una secante, entonces recortan segmentos congruentes en 
cualquler otra» secante . 

Deraostraci6n: Sean Lp y rectas ^)aralela8, cortadas por una 
seca«te T^^- en los puntos A, B y C. Sea otra secante, que corta a 
estas rectas en D, b-y F. Sdbemos que' 

' ' , AB - BC , * • 

ERJC ^. . 
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^ necesitamos demostrar que 

DE ^ EF . • . ' . y 

Demostr^emos primero el teorema en el caso en que y T2 no *» 

son paralelas, y A 7* D, como en la figura: , 




4 

Sea la recAa que pasa por A, paralela a T2,*y que corta a^ 
y en G y H; y sea la recta que pasa por B, paralela a T^, 
y que corta a en I. Sean zx, Zy, Zw, Zz los que iridica la 
figura. 





Af irmaciones 




Razones^ 


1. 




1. 


Por »ei teorema 9-9 


2. 


AB - BC . 


2. 


Hip6tesis 


3. 






Por el teyreraa 9-11 


4. 


zw » zy 


4. 


Por el- teorema 9-9 


5. 


AABG *ABCI 


5. 


A.L.A. ^ 


6. 


AG BI 


6. 


Definite i6n de tri^ngulos ; 








congruentes 


7. 


AGED y BIFE rfon 


. . 


Definici^n de paralelogramos 




parale4ogranio8 




• 


8. 


AG - DE y BI - EF 


A. 


Los lados opuestos dp un 








paralelogramo' son congruentes 




DE - BF 


\ 


Pasos 6 y 8 
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Esto demuestra el tfeorema para^ el caso en que las dos secantes 

no son.paralelas y cortan a L, en doa puntos dlf erentes . Los otros 
casos son" fdt lies. 

(1) Si las dos secantes son paralelas, como T2 y en- .la flgura, 
entonces el teorema es clerto, porque los . lados opuestos de un / • 
paralelogramo son congruentes. (As'f, si AG - GH, ge deduce que 

DE - EF.) * ! 

(2) 9i las dos secantes se .intersecan en A, como T y T en la 

/ ' ,v L 3 

figura, entonces ^1 teorema es cierto; de hecho, ya hemos demostirado 
que si AB - BC, entonces AG - GH . 

El sigulente corolario es 'una generalizacidn del teorema 9-26. 

Corolariu 9-26-1 . Si tres o mis rectas paralelas re-cortan 
segmentos congruentes -en una secante, entonces recortan segmentos 
congruentes en cualquier otra secante. 




Esto es, /dado que 
se deduce que 



^1^2" Va" V4" • • " 



Bj^B2- B2B3- B3B^- . . ., 

y asf suceslvamente. Esto se demuegtra mediante repetidas aplica- 
ciones del teorema que acabamos de demostrar . 



( 
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Deflnlcl^n ; Dos o m^s conjuntos son cpncurrenEes . siihAy un 
punto que pertenece a todos los conjuntos. 

. En- particular , tres o m^s rectas son concurrentes , si todas 
pasan por un punto. 




El teorema siguiente es una aplicaci6n interesante' del corolario 
9-26-1. . " • 

Teorfema 9-27 . Las medianas de un tri^ngulo son concurrentes en 
un punto que est^ a dos tercios de la distancia de cualquier v^rtice 
al punto medio del lado opuesto. 

Datos: En elAABC, D,. E, y F son 

los puntos medios de BG, CA y AB, 

respectivaraente • 

Demostrar: Hay un punto P que est^ 
en AD, BE y CF;.. y AP - -AD, BP - •I'^E, 



CP - 3CF. 

Bosquejo de la demostraci<5rt : 




(1) 




Sean L^, L^, y L^, con « AD, cirico rectas paralelas 
que dlviden a CB 6n cuatro segmeftitos congruences / Entonces 
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(a) L^, L^, dividen a AC en dos segmentos congruentes, y, 
' por io tanto, E est5 en L^. 

(b) tj^, L^, dividen a BE en tres segmentos congruent'es , 
y por esOjSl P es al punto de intersecci6n de y BE, 
entonces BE - -|bE. 



(2) 




De la misma manera, con rectas paralelas a encontramos que 

si P' es la interseccidn de BE y CF, entonces BP' «= -BE.. ' 

« 3 . 

De (1) y (2), y del teorema 2-4, obtenemos que P' = P, y, 

por lo tanto, las tres raedianas son concurrentes . 



(3) 
(4) 



Como saben\os ahora que CF pasa por P, podemos f^cilmente 

2 

deducir que CP « -^F , de la figura de (1), y en forma 
. „ an^loga, de la figura de (2), que AP = l-AD. 

Def inici6n : El centroide de un tri^ngulo es al puntO de concurso 
de ^las raedianas. 

Conjunto d^ prpbleraas 9-7 ' 
1, Datos: AB - BC, 

AR II BS II CT, • 
. RX IISY ||TZ. 

a. Demiiestra que ZY - YX. 

b, iXendr^n AC, TR y B( que 
, estar en un piano pQra que 

puedas llevar a cabo la 
demostraci6n? 
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El progedimiento ilustrado a la 
derecha puede seguirse para raVar 
una hoja de pap6l, B, en columnas * 
de igual ancho . Si A es una hoja 
corriente de papel rayado y B es 
una segunda hoja colocada sobre 
ella en la forma indicada, expllca 
por qu^ OP^ = ?i?2 = P2P3 • ^3^1^ 




3.^ Divide un segmento dado AB en cinco partes*^ congruentes mediante 
el siguiente procedimiento : ^ , 

(1) Traza el.rayo AR (no alineado con Xb) . 

(2) ' Usa tu regla pkra raarcar segmento^ congruentes AN , nTn , 

N2N3, N^N^ y de cualquier longitud convenience. 

(3) Traza nTb. 

■ . • 1 ' ■ ^ 

(4) Wide el ZAN^B y,' con tu transportadqr, dibuja ^n'gulos 

correspondient^s congruentes al zAN^B con vertices' en 
N4, N3, N2.y N^. ' ;,; 

Ex'plica^or qu^ AB est^ dividido en partes congruentes. 

4- Las medianas del aABC se 
encuentran en'Q, segun se 
Ve en la ftgura. 
Si BF » 18, AQ = 10, 

CM = 9 , entonces BQ « ^ , 

QH «* _, CQ « . 

5. En el tri^ngulo equil^tero aABC si una mediana tiene 15 pulgadas 
; de longitud, ^cu^l es la distancia del centroide a A? ' al 
punto medio de AB? al lado AC? 
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Datos: CM biseca a AB en M. 
, BQ biseca a CM en P. 
Demuestra* que Q es un pu^ito 
de trisecci6n de AC; es.decir, 
AQ - 2QC. 

(Sugerencia: Sobre el rayo 
opuesto a CB toma el punto E 
de manera que CE = CB , y ^ 
muestra qu^e BQ estd cdntenido 
en una mediana del AABE.) 
En cada uno de los^, siguiQntes 
casos, ^cu^l es el menor ndmero 
de segmentos congruentes et^ que . 
AC puede ser dividido por algvln 
conjunto de paralelas con igual 
separa(;16n una de otra y que 
incluya las paralelas AR, BS y CT? 
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a . 
b. 
c . 
d. 
e . 



AB =- 2 y BC = 1 

AB = 1^ y BC = 1 V . ' 

AB = 21 y BC = 6 
AB - 1.414 y BC -= 1 
AB = V2 y BC = 1 ' 
Demuestra que las rectas que pasan por vertices opuestos de 
un paralelogramo y por ^los puntoV medios de los lados opuestos 
trisecan^a una diajgonal. ' 

(Sugerencia: Por un extremo de la diagonal, traza una paralela 
a una de las rectas.) ' * 
Datos: ABCD es un paralelogramo, 

X, Y son puntos medios. 
Demuestra que AT TQ " QC. * 




S6, 



( 
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. Problemas de repaso 



Indica si cada una de las siguienteg afinuaciones es cierta 
en TODOS los casos, cierta en ALGONOS caaos y falsa en btros,- 
o cierta en NINGUN caso, marcando<la pregunta con la letra , , ^ 
T, A o N: ' ' . ' ^ / - 

a. Segmentos rectillneos en ^1 mismo pi ano ^ ^jfde no tengan punto 
comun alguno son paralelos . t 

b. Si dos lados de un cuadr^^tero ABCD son paralelos, entonces 
ABCD es un trapecio . - 



t. Dos ^ngulos en un piano que ' tienen ^s lado6 reSpectivamente 

perpendiculares son congruentes / 
-d . Si dos rectas paralelas son cortadas .por .una secante, 

entonces un par de ^ngulos alternos externo^^ son congruentes . 

e. Si dos rectas son cortadas por una ^secante, ■ entonces los 
ra^yos que bisecan a un par de ^ngulos ^Iternos internos son 
paralelos . - 

f . En un plano^ si una recta es paralela a una de do^ "r^ectas 
paralelas,' es paralela a la otra. ^ 

g. j En un plan6, dos rectas o son paralelas* (X.se inter seqan. 

h. En un paralelogramo , los ^ngulos opuestos son suplemetitarios . 

i. Las diagonales de' un rombo se bisecan, 

j , • Todps los 5ngulos externds de un tri^ngulo' Son agudos . 



r 
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k. Un cifadril^tero que tiene dos,^ngulos opuestos rectos es * 

un rectdngulo, 
1. Las diagonales de un rombo son congruentes. 

m. Si un cuadril^tero es equil^tero, entonces todos sus dngulos 
son ^ongruentes. 

Si dos iados opuestos de un cuadril^tero son congruentes y 

ros dos lados son paralelos, el cuadril^tero es un 
paraiMogVamo . . 
Las diag?fmale^- 4 un rombo bisecan a los ^ngulos del rombo. 
Si las diagonale^^^e paralelogramo son perpendiculares , 
el p^aralevlggramo es un cuadrado . 

Si >una m^diana de un l^do "de un tri^ngulo no es una altura, 
los otros dos lados tienen longftudes desiguales . 
Cu^^lq^^i^ra de las diagonales de uu paralelogi^amo foijma ^ 
dos tri^ngulos congruentes con Ids ^ lados. 

Si i:^aa diagonaT de un cuadril^tero* lo divide en dos tr.i^ngulos 
congruentes, el cuadril^teto es . un paralelogramo. 
SjL'dOs rectas son cortadas por una secante, los 4ngulos 
alternos internos son congruer\tes . 
'loS'cuatr(p lados de un rect^ngulo son congruentes. 
Los cuatro ^ngulos de un rombo son congruentes. 
^n»'Cuadrado es un r Ambo . * ^ ' - - 

^Un, cuadrado es un rict^ngulo. 

Determina si la siguierite informaci6n acerca de un cuadril^tero ' 
bastarfa para demb^trar que es un paralelogramg; o un cuadradoj^ 
o^\in rorabo; o un rect^ngulo.- Considera cada parte de la infor- 
maci6n por separadp. <► , . 

a. Sus diagonales se bisecan. \ 
Sus diagonales son congruentes. \^ \ 

Es equil^tero. ' 

Es equil^terd y equidngulo. * / 

Una diagonal biseca a dos .^ngulcJs / 

Cada dos lados opuestos son congruentes. • * 



t 

u 

y 
w 
x 



,b. 
c. 
d. 
e . 

f . 

g- 
h. 



Hay dos lados consecutivo^ que son congruentes y perpendiculares 
Las diagonales son perpendiculares. 4 
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i. Cada dos ^n-^gulos opuestos son congruentes 
Cada diagonal biseca a dos ^ngulos; 
ada dos 4ngulos consecutivos son suplement;arios V. 
1. Cada dos lados consecutivos son congruentes, 
ZA yzB tienen sus lados respectivamente paralelos. 

a. . Si solamente un par de lados correspondientes se extiinden , 

ep la misma cjirecci6n, los ^ngulbs son , 

b. Si los lados correspondientes se extienden en dlrecciones 
opuestas , entonces los fingulos son v- • 

En los problemas 4, 5 y 6 slguientes, escoge la palabra 6 frase 
que hace cierta la afirmaci(5n. 

Las bisectrices de los ^ngulos opuestos de un paralelogramo 

no equil^tero (a) coinciden, .(b) son perpendiculares , 

(c) se intersecan pero no ^son perpendiculares , (d) son paralelas 

La figu^ formada al unir los puntos medios consecutivos de los 

lados de un rombo es (a) un rombo, (b) un rectdngulo., (c^ un 

cuadrado,' (d) n^inguna de las alternativas anterlqres. 

La figura formada al unir los puntos medibs consecutivos de los 

lados del cuadrll^ter/o ABCD es un cuadrado (a) si, y solamente 

si, las diagonales de ABCD Son congruentes y perpendiculares, 

(b) si, y solamente si, las diagonales de ABCD son congruentes, 

(c) si, y solamente si, ABCD es un cuadrado, (d) si, y solamente 
si, las diagonales ^e ABCD son perpendiculares. 

En la columns que sigue a la izqulerda se especifican ciertas 
condic tones V En la columna de la derecha, se dejan para que 
'completes algunas conclusiones deducibles. 
Dato: MW y son 
diagonales de MKWR, 
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Condiciones 

*^ 

a, MKWR es un paralelogramo, 
mza »,30 y mz WKM « 

b, MKWR es un rect^ngulo y 
mz a « 30. \^ 

c, MKWR es un rombo, mz 30 
y MK 6 , ^ 

Datos: En la figura,^ 
AE - EB , GF = 8 , 
■= FB, DE II CB. 

Halla DG. 



Cone lusl ones 



m z d 



m/ d 



y m / RWK 



y m 



M ( 

m/ b =\ y RK 




Si el perfmetro (suma de las longitudes de los' ladosfde u;i 
trlingulo es 1'8 pulgadas, ^cu^l es eyl perfmetro del trii^ngulo 
formado al unir los puntos medios de. los la'dos-del prfmer 

tri^ngulo? • ^ ■ 

' — .•' 

Si m/ A = 30 y m / C = 25, 



a 



-^cu^l es la medid^ del /CBD? 
Si mz A^= a — ^ 

^cu^to es 



y m/ C = 
m../CBD?; ^y mZ ABC? y 



Demuestra tjufe la medida del /E, 
formado pior la bisectriz del 
ZABC y la bisecti^z del ^n^ulo 
externo /ACD del AABfij, es igual 
a ITO Z A . ♦ 





12*. En la figura, |[CD, EG biseca 
al ZBEF, mz G •» 90. Si la 
rjedida delZGEF - 25, ^cu^l eg 
- la medida del ZGFD? 



13. Datp: AB y CD se.bisecan en' 0 
Demue$tra^que AC||BD. 



14. Datos: ABCD es un paralelogranK 



con diagonales AC y DB, 

Up = RC^ 2^^- 

Demuestra que ^PBR es. un . 
jparalelogramo . 




15 . _^^D§rauestra que ee cierto.o falso lo siguiente: 

Srir^nn cuadril^tero tiene.un par de lados paralelos y un par d'^ 
lados congruent^s, entonci^s el» cuadril^itero es un paralelogra^p 

*16'. ^En el AABC, la mediana AM es ,Goagruente a MC . Demuestf a* quia * ''••^^ 

el AABC es un triangulo r.ept^r^^^lo . ^ . . 

17. Demuestra que si las bi3ectri|es de dos ^ngulos congecutivos 

de un* paralelograijio se inter Jecan, son perpendiculares entre sf 



V 



{ 



*18. Datos: ABCDB e* un penUgono • 
seg\Jn aparece en la figura, ' 

• , AEll CD, AE - CD, P es el punto 

medto de AB, K es el punto meiiio 
de 'SC, EM - -^ED. t. 

. % Demuestra que KE bise'ca a PM. 



M 



19 



Cuando un rayo de luz se refleja sobre una superf Icie lisa , el 
5ngulo entre-el rayo incidente y la superfTcle es congruente 
al ingulo entre el rayo reflejado y.la superficl^: En la figura 
siguiente, m z ABC - 90, m/Bgo'- 75^, y el rayo deV luz forma un 



Singula .de 35° con AB.'^Copia 
"'del rayo^de luz cuando se re 



la figura y completa Ifif trayectoiria 
lleja sobre AB, sobre bS^, sobre DC y 
de nueyo sobre AB. ^SegCin 'q|^ ^ngulo se refleja* sobre AB el rayo^. 
de luz la segunda vez? 



I 



35^ 



\ 



\ 



\ 

90) 




B 



r S 



C 



c 

'it 



♦ t 

S<e cia^ el tri^ngulo ABC en el que AR y CS son medlanas^ Si 
J>ralongamos AR su propia longitud hasta D, y si prolongamos CS 
su propia longitud hasta F, demuestra que F, B y D, seftalados 
en la flgura, est^n aline^dos. 
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Capftulo 10 ... 
PARALELAS EN EL ESPACIO , i 

\ 10-1, Pianos paralelos 

Deflnlcl(5n; Dos pianos, o un piano y una recta, son paralelos 
si no se intersecan. 

Si los pianos E^^ y ^2 paralelos escribimos E^^ I| E2; si la 
recta L y el piano E son paralelos escribimos L || E o E||L. Como 
veremos pronto, las paralelas en el espacio se comportan de manera 
algo parecida a las rectus paralelas en un piano. Para estudiarlas 
no neceaitamos nuevos postulados. 

Sin embargo, a pesar de las semejanzas, es necesario, al estudiat 
teoremas y sus demostraciones en este capftiilo, distinguir cuidadosa- 
mente entre rectas paralelas y pianos 'paralelos . Dos pianos 

♦ 

paralelos, como E y F de la primera de las figuras siguientes, con- 
tienen rectas tales como L-^ y que no son paralelasijp la segunda 
figuta presenta las rectas paralelas M^^ y M2 que est^n en los pianos 
que se cortan , G y H, 




10-1 



f '■ 



/ 



El teorema siJfHifinteMes^ribe und situacidn corriente en l!a que ^ 
planoa paralelps y rectas p^alelas aparecen en^la^israa figura. 

' Teoremjfc 10-1 . Si uir plarto corta dosy^planos paralelo^s, entonces 
la interseccidn consiste «n dos recta's, par*aleliis. 




Demo8traci6n : Sea darfo un piano E,*que aorta a dos pianos 
•paralelos y E^. Por el postulado 8, las interseccioneS son las 

rectas Lj^ y.Lj,. Estas rectas est^n en el misrao plilno E; y no tienen 

punto comun alguno porque E^ y E^ no xienen ningvin punto coraUfi. , 

Por lo'tanto, son paralelas, por la definici6n de rectas paralelas. 

Teorema 10-2v > Si una recta e^ perpendicular a uno de dois pianos 
.paralelos, es perpendicular al otro. 





























•7 







/ 
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i Demostrdtidn: Sean los pianos Ej^ y E2 paralelos, y sea la 
j?ecta L perpendicular a E^. En ^2 tomemos un punto A', que no est^ 
en L, y sea E el piano determinado por L y A. For el teorema prece- 
dente, Ia~^ter8ecci6n de E con Ei y E2 consijBte^ en las rectas para- 
lelas y U^. LlLj^, porque LlE^, y asf, por el teorema 9-12 
(repisalo), \X^^ Ahora tomamos uh punto A' en E2, pero no en I«2, 
y repetlmos el proceso.. Asl conseguimos 'dos rectas en E^, cada una 
perpendicular a L, y, por tanto //L JL E2 , por el tdorema 8-3. /' 

Teorema 10-_3,. Dos pianos' perpendiculares a la misma recta .8<5n 
paralelos . > 



L 



L 
4 




D^niostraci6n: La figura de la izquierda muestra lo que ocurre " 
cqando E I 'L en P y E IL en Q. Queremos demostrar que E, l| E . 

Si y E2 no son paralelos, se corta^. Sea R un punto comi3n. 
Considetemos las rectas PR y QR. Entonces L 1 PR y L l porque 
L es perpendicular a toda recta en E, que piasa por ? y a. toda recta 
en E2 q^e pdsa por Q. Esto nos da dos perpendiculares a una recta 
-desde un 'punto externo a elia, lo que es imposible, por el teorema 6-3 

Corolario 10-3-1 . Si dos pianos son paralelds a un ^Jercer^lano, 
son paralelos entre si. 
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Demos trac i(5n : Sea y E2 II . Sea L una recta perpendicular 

a E'. Por el/teorema 10-2, LIE y L 1 E , Aa£, E y E^ son perpen- 

diculares a L, y E^ || E^, por el teorema 10-3, ^ * 

Teorema 10-4 , Dos'rectas perpeijdicular^as al mismo piano son ^ 
paralelas. 

Demos^traciiin: Por el teorema 8-8 dos rectas ttfles est^n en un 
mi^mo piano, Corao son perpendiculares al piano dado, digamos en * 
los puntos A y B, son perpendiculares a Por lo tianto,^por el 

teorema 9-^2 son paralelas. 

Corolario 10-4-1 / Un piano perpendicular a una de dosf rectas 



paralel^ es perpendicular a la otra 
— 4L, 



V 




> Demost'raai6n: Se^ L^'|| y L^lE. Sea una recta perpendicular 
a E y que pa^a por cualquier pun^o A de L • X existe por el teorema 

8-10. Entonces, por el/teorema IO74, L || L . Por lo tarito, por 6l 

IV ^^^^ ^ A * 1 J • 

postulado de ^;Lais paralelas, L - L , y asf L I £• 

' Corolario 10-4-2 . Si dos rectas son paralelas a una t6rcera, son 
paralelas entrfe.sf. ' / ' 

Demqstraci^nr^'^^a l^^tl L^ y L^ ll* L^ , . Sea E un piano perpendicular 

a L^ . Por el corolario ^anterior , E IL^ y EIL^, y, por l\ tanto, 
1 , * ' z J 

en virtud del teorema anterior, L2llL2- 
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• ^^eorcma lfO-5. Dos pianos paralelos son equidistantes en t;oda 
isu extensifin. Es decir, todos los segmentos perpendiculares a los 
dos pianos y con' sus extremos en los pianos tienen la misma longltud: 




Demos traci6n: Sean PQ y RS segmentos perpendiculares entre los 
planps paralelos -Ej^ y E2 . Por el teorema 10-2, cada uno de los segmentos 
es perpendicular, a cada uno de los pianos. Por el teorema 10-4. 
PQ II RS; y esto' significa, en particular, que PQ y ^ est^n^ en el ^ 
mismo piano E3 . Por el teorema 10-1, QR ||'ps . Por lo tahto, PQRS-' 
es un paralelogramo. Los lados opuestos de un paralelogramo ^on 
congruentes. Por lo tanto, PQ -'RS. Esto.es lo que se querfa 
demos trar. (Obviamente PQKS es un rect^ngulo, pero esto no tiene 
por qu6 mencionarse en la demos traci<5n . ) 



Conjunto de problemas 10-1 
Haz un'^pequefto dibujo que ilustre la hip<5tesis de cada una jde las 
siguientes af irmaciones , y debajo de cada dibujo indica si la 
afirmaci6n es cierta o falsa. / 

a. Si una recta es perpendicular a uno de dos pianos paralelos, 
es perpendicular al otro. 

b. Dos rectas paralelas a 1 mismo plai)o pueden ser perpendiculares 
entre sf . ^ . 

c. * Dos 'pianos perpendiciflares a. la misma recta ^t\eden cortarse. 

d. Si un piano interseca a dos pianos que qe cortan, las rectas 
de intersecci6n pueden ser paralelas. 

30; ' 
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e. SI dos pianos son ambos pterpendiculares a cada una de di 
rectas paralelas, los segmentos de las dos rectus corapren- 
didos en^re los pianos Son congruentes, 

f. Si dos pianos, perpendiculares a la misma recta, son cortados 
por un tercer plang, las. rectas de interseccldn son para- 
lelas . 

g. Si una recta est& en uh piano, una perpendicular a la recta 
es perpendicular al piano. 

h. Si una recta est^ en un piano, una perpendicular al piano 
en algiSn punto de la recta es perpendicular a la recta. 

i. Si ^s rectas son paralelas, todo piano que contiene solament 
a una de ellas es paralelo a la otra. 

j. Si dos rectas son paralela^, toda recta que corta a una de 

ellas corta a la otra, 
k. Si dos pianos son paralelos, cualquier recta en uno de ellos 

es paralela al otro 
1. Si dos pianos son paralelos, cualquier recta en uno de ellos 

es paralela a aualquier recta en el otro, " 
Dadas las rectas L^^y^L^ que cortan 

a los pianos paralelos m, n ^ p en 
los puntos A, B, C yiX, Y, Z, 'siendo 
B el punto medio de AC 
Demuestra que XY - Y 




30 
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3. Datos: El piano s || piano r, 
ABir, CX - CY en el piano s. 
Demuestra que' AX - AY. 



4. Datos: A, C en m; 1^, D en n, 
m 1 AB , n 1 aI , m 1 CD . 
Demuestra que nlCD, 

/ 5, Datos:' En la figura, m || n, 
ABl n, CDi n. . 
Demuestra que AD = CB . 
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*6 • Lok plakos E y F ^on perpendiculares 
a AB. Las rectas BK y BH, en el 
p/lano F, determinan con XI dos 
pianos que cor tan a E en AD y AC, 
' /Se- indican algunas longitudes en 



la figura.' 




5. 
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» . ». ■ . 

iSon paraleLogramos BKDA y BAdH? iPodr^s describirlos en 

mayor detalle? ^Es ABHK « ACAD? ^Puedes dar la long^tud 

de CD? ' ..^ 

En la fijj^ura, los semiplanos 

n y m tienln una arista comdn 
i — + 

AB y cortan a los pianos 
paralelos s y t en las rectas 

AE, BGji y B?, segdn se 
muestra ^ la misma figura^. 
Demueistra que ZDAE^^ z GBF . 




*8. 



*9 . 



Muestra c6mo determ£nar un piano que contenga a una de dos 
rectas alabeadas y sea paralelo a la otra. Dejni/estr'a la validez 
de t;u construccifin . 

Datos: PL y PM est^n en el . n ^ 

,plano E, RLIL^, SMlMP, RL || SM. 
Demuestra que i E, SM IE . 
(Sugerencia: En P, dibuja QP]! RL.) 
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10-2. AuRulos dledros , pianos perpendlculares 

Hemos conslderado la perpendicularidad entre dos rectas, y entre 
una recta y un p-lano . Tocfavfa no henfos definido la perpendicularidad 
entree dos pianos. Esto se. puede hacer de varias maneras, y escogembs 
la que tierte m^s estrecha^^halogf a cOn la definicifin de rectas 
perpendlculares* 

^ DeflnlcloneS ; tin ^ngyilo diedrol^s la reunl6n de una recta y dos 
semiplanos no coplanarlos que tienen la reota como arista comdn. ^ 
(Compara con la deflnlcl6n de ^nRulo en el capftulo 4.) La recta se 
llama la arlstd del 5ngulo dledro. La reunl6n de la m'lsta y 

cualquler^ de l^s seml^planos se llama una cara > o lado > dfel ^ngulo 

dledro • ^^0^ . 
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Si PQ es la arista, y A y B puntos en caras dlferentes, indicamos 
^1 5ngulo diedro per ZA-^PQ-B. 



/ 




^/ De modo andlogo d lo explicado en las p^ginas 94 y 95 * vemos 
que do s pianos que se cortan determinan cuatro ^ngulos diedros. 




Palabraa t^les como opuestos "" pbr la arista , interior, exterior , etc. 
se pueden aplicar a los ^ngulos diedros. Las definiciones de estos 
t^rminos quedan como ejercicio para el alumno\ t 
♦ ' - Para deJEinir fingulos diedros rectos, sin embargo, necesitamos 
hablar acerca de la medida de un ^ngulo diedro. Pudiera uno pensar 
en la necesidad de introducir cuatro nuevos postvl^dos , an^logos a 
los de la «ecci^n 4-3. Sin embargo, esto no es necesario, porque 
pod6mos relacionar cada ^nguXo diedro con un ^ngulo corriente,^ asf : 




\ 
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- Definicidn: Por cualquier punto de la arista del ^ngulo diedro 
trazamos urn piano perpendicular a la arista, que corta a cada una 
de las caras en un rayo . El ingiilo formado por estos rayos se ll^a 
ingulo rectilfneo correspondtente al diedro, o ^ngulo piano del 
. diedro , . 

Los lados del ^ngulo rectil£neo son perp6ndiculares a la arista 
d6l' 4ngulo' diedro, de giodo que, otra manera de definir el dngulo 
• rectilfneo se'rfa como el dngulo formado por dos rayos, uno en cada 
cara ciel ^ngulo diedro, y perpendiculares a su arista en el mismo 
punto. [ ^ ' 

Es natural ahora que' ugemds la medida del- ^ngulo rectilfneo como 
una medida del diedro, pero antes de hacerlo-asf deberemos .demos trar 
que dos ingulos recti\lfneos cuafesquiera de- un diedro tienen la misma 
medida. 1^ 

, Teorema 10-6 . Dos ^ngulos rectilfneos cualesquifera de un dngulo 
diedro dado son congruentes . 
P, 



\ 





•Figura A 



Figura B 



Demostracl6n: Sean V y S los vertices de dos dngulos rectilfneos 
del diedro z A- PQ-B. (Figura A) Sobre Ids lados del ZV, tomemos 
puntos U y W, distintos de V. Sobre los lados del zS, tomemos puntos 
R y T tales que SR - VU, ST - VW. (Figura B) VU y SR estdn en un 
mismo piano y son perpendiculares a PQ; por consiguiente , son paraleloj 
por el teorema 9-2. Ahora, por el teorema 9-20 (rep^5salo), VURS 
es un paralelogramo y UR - VS y UR||VS., An^logamente, WT - VS y 
Will VS. Por tan to, UR - WT y UR||WT, esto dltlmo se deduce del 
corolario 10-4-2. Asl, pues, URTW es un paralelogramo y UW, = RT . 
S^gOn el teorema L*L.L., AUVW * ARST, y entonces mZUVW - mZRST. 
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Podembs, pues, proponer las siguientes flefinicion 



es ; 



Definlclones; La medlda de un ^gulo -diedro es el ndmero real ' 
que es la medida de cualquiera de sus ^ngulds rectilfne^s j\ Un ' - 
^ngulo diedro se .Hama ^ngulo dledto rectd si bus ^ngulos rectilfneo 
son rectos. Dos pianos son perpendiculares si determinan diedros 
• rectos, , <, If.^ . ' 

Las siguientes son algunas- consecuenWas inmediatas de estas 
definiciones . Dejamos las demos traciones como ejercicios. 

. Corolario 10-6-1 . Si una recta es perpendicular a un piano, 

entoncescualquier piano .que contenga esta recta es perpendicular 
al piano dado . 

Datos: ABIE, F contiene a AB 
Demueatra quQ FIE. 

Sn E, dibujemos 



(Sugerenp^ia : «;r 

■ BciPQ.) y 




Corolario 10-6-2 . Si dos pianos son perpendiculares, entonces 
cualquier recta en iino de ellos perpendicular a su recta de 
inter Seccidn, es perpendicular al otro piano. > 

(Sugerencia: En la figura anterior, dado Fl E y ABl^; 
demuestra qi|e aIiE.^ "Toma "St como antes.) 

Contuhto de problerhas 10-2 
I.' Nombra seis ^rfgulo^ diedros en la 
figura tridimensional de la 
derecha. -r ^ - • 
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Cada uno de los segmentos AP, 
BP y CP es perpendicular a vlod/ 
otros dos • . a b* c 45 • 
iCudl es 4a mecjid* de; ZC-PA-B?; ^ / 

ly del ZCAB? 

Haz un pequefto dibujo que i Lustre la hipiStesis de cada i una de 
las siguientes af irmaciones , e infiica luego si cada una es. 
cierta (1) o falsa (0); 

a. Si uu piano y una r.ecta que no est^ en 61 son arabos 
perpendicul^^es. a la misma recta, son paralelos e^itre sf,- 

b. Si un piano y una recta que no &,^t& en 61 son ambos 
parai^J.os a la misniA recta, son fjaralelos entre si. 

c. Si los pianos paralelos E y F sort' cortados por el piano Q,- 
las rectas de inf ersecci6n' son pej(r,pendiculares • 

d- Si doS pianos son paralelos a. la irtisnia recta ^ son paralelos 
^ entre sf * . 



Bf Dos rectas paralelas al misnip plaiib ^on paralelaa. entre s£, • 

f. Los segmentos de ^rectas- 'paralel^j<*i^TJtnprenclidos entre dos ^ 
pianos paralelos son congii^entes . i 

g. . Si los pianos E y F son perpendiculares a a5, entonces se; 

"^cortan en la recta- HQ. ^ 

h. Dos plano^s pej;pendiculares^. al rnismo pljirio son paralelos, 

4-. D.os rectas perpendiculares 'a la ralsnia'res^ta en el iriismo punto 

son ipprpendicula^e's entre sf . 
j • Ui;i piano perpendicular a uno de dos pianos que, se cort}an\ 

necesarianiente corta/al otrp. 
k. Si cada uno de' dos plan\s que se cortan es ^)erpend(icular a ^ 

un t^rcer piano, la rect^J^n qu6»ae cortan es perpendicular 

al tetcer plan^. ^ • 

Dernuestra- que si cada uno de dos pianos que se portan es . 
perpendicular a* un tercer.r planoj su lnterseccl6n es perp.endicula* 
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al tercer pleno , ; 
Datos: lI>8 pianos*" r y s 
se bort^n en TQ (P se toma, 
por cQfl^vertiencia, en el 
piano E), tlE y slE; 
Derauestra que QP 1 E • . ^ 
(Sugerencia: En el piano E, 
dibuja )(P 1 pC y tambi^n " 
YPIAB, y aplica el corolario 
10-6-2.) » 

CD y FH son perpendiculares aX 
piano E. Otra inforraaci($n 
aparece en la figura. 



10-^ 



X 



A y 



^Qu6 dos segmentos tienerf la 
misraa lorigitud?^ ' 





Demuestra el siguiente teorema: tres pianos E E y E se 

' J 12 3. 

cor tan dos a dos .y determin&n tres rectas L - JL- ^ , y L , 

12 13 23 
« » 

entonces o las tres irectas soji coAcurrentes o <2ada par de dichas 
rectas son paralelas. \ 

(Sugerencia: La figura • " 

muestra E^^ y que se 



'^encuentran en 



12 



Si 



*^3l'^12* i^er^n concurrentes 
. o paralelas las tres rectas 

L , L y^L ? Pr^sent^ una- . 
12, 13 . ^23 ' 

. • . . » . »^ 

*demostracl6n. Si E^ corta a 
®^ algdn pun to P, ^sisr^n 
las tres rectas/concurrentes o 
paralelas^ Presenta una demos tracl6n.) 




*7 » .\ Teorema de Desgr Rue's . Sit . ddrf trl^tigulos que est^n' en pianos 
, ; nx) paralelos -son' talfes que las rect^«''Ique unen los v^rticerf 

cqrr^eponclientes soxi i^ncijjflrfentefli en un punfo , • entonces si las 
r'ectaB-lados correspqniu^tes 9e cprtart, sus puntOiS int^r- 



" se.cci6ri est^n alineados^ 




De otro modo : Dados los tri^ngulos AABC y^iiA'B*(j)' ert pianos no 
paralelos, de nianera. que AA' , BB^ y CC' se cortartt en U, sea X 'el 
punto de interseccidn de la^ rettas CB y C'B'\ Y el pun to de^ 
inter8ecci6n de CA y C'A' , y Z e]^ de.AB y .A'B'. D6muestra que 
l^os ptihtos X, Y, Z esti[n en una t*ecta, 



10-3;, Proyecclones 

Indudablemente que has vistq un proyector' que proyecta cada punto 
de una diaposltlva en una pantalla. Cada figura en la di^posltiva 
se proyecta como una figura^ ampl^lada en la pantalla. En esta ^ ^ 
seccl^n notar^s ciertas 'diferencias y ciertas semejanzas entre este 
tipo. conocido de proyeccl6n y la clase de proyeccidn geotn^trica que, 

piresentaremos . - ^ ^ * . 

■ jt 

Definlcltfn La proyeccl6n de un puaito sobre un piano es el pie 
de la petpendicular que va del punto al piano. (For el t&eorema 8-10, 
esta^perpendicular existe y es dnica*)' 



7 
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En la figura, Q- es la proyeccidn de P sobre E. 



10-3 




Deflnlcldn: La. prdyeccldn de una recta sobre un piano es el • 
conjunto. de puntos que son proyecciones sobre el pldno de -los puntos 
de la recta. 




G 




/• F 







7^ 



En la figura, P' es la pro3^ci6n de P,^Q' es la proyeccidn de, 
Q, y asf suceslvamente. Tal parece que la proyecci6n de una reefa 
es una recta; y, de hecho, e^o es siempre cierto, excepto cuando 
la recta y. ei piano son perpendiculares . 

» 

Teorema 10-7 . La proyeccidn dfe una recta ^obre un piano es una 
recta, a meno|^ que la recta y el piano sean perpendiculares. 
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<^ . 

Demostracidn: Sea L unft recta no perpendicular al piano E. 

^Jasu I4 L esti en E. Entonces todo punto de L est^ en E y es 
sli propL'a ppoyecci6n. (Es decir, una recta que pasa por un punto P, 
y es perpendicular a E, corta a E en P.) Asf, Id proyeccidn de L es 
justamente L misma,.y, por tanto, es ciqrtamente una recta, 
\ taso 2. L n6 est^ en E. Sea P un punto de L que no est4-»en'E/' 
sea P' la proyecci6n de P sobre E, y sea^ F el plSno- determinado por 
las rectas L y PP' que se cortan, ? yt tien€;,n el punto comun P'\ . 
y, por tanto, se intersecan en una recta que llama^emos L' ; 
(Postulado 8 ) Qiieremos demostrar que L' es la proyeccidn de L, 

Para hacer esto, debemos mostrar dos cosas: 

(1) Si R es un puntQ de L, entonces su proyfeccidh es un punto 
de • E&to nos demuestra que la proyecci6n de L est^ en 
ti* , ^1*0 no nos asegura que la proyecci6n, de L es la 

; totaffciad de L' , Para mostrar esto, deberemos probar 

^ ' que 

(2) Si S' es cualquier punt'o de L' , habr^ un punto S de L cuya 
proyecci^n S-' . ^ * ^ ' 

Podemos demostrar estas dos partes del caso 2 como sigue: ^ 

Demostraci6n de (1): Si ^ - P, entonces R' ■= P' , y asf, R' estd 
en L'\ Por tanto, supongamos que R es diferenrte de P , . Entonces 
PP y RR est^n qn un mismo piano, por el teorema 8-8., . Como ^ 
F es el unico piano que cont^iene a P, R y P' (Postulado 7), 
R' est^ en F. Ahora, R' est^ tambi^n en E. Por lo tanto, R' 
est^ en U' ; ya que L' , siendo la intersecci6n de E y F, contiene 
a todos los puntos comunes a E y F. 

Demos traci6n de (2): Si S' e's cualquier punto de L' , entonces 

la recta M que pasa por S' y es p«rpen^ic\ilar a E estd en uh , 
piano con (o coincide con PP' si S^ = P'), y por eso, est^ 

^ en F. Por lo tanto, M corta a L (ipor qu^?) en algdn punto S. 

S^ es Ta proyeccidn djB S. Esto completa la demostracidn del 

teorema 10-7. 



Si 



. - ^11 - ' . , 10-3 

Si una ^ecta e.s perpendicular a up piano, su proyecci(5n sobre 
el^ piano es un solo punto. . ' \ 

La idea de proyeccidn puede deTfl^iirse coh^piaycV^ generalidad,* 
para cualquler cOnJuntO' de puntoii'. Si'A es un , ccJn junto de puntos, 
entonces la proyeceidn 'de A aobre el piano E "6ts senclllofnentft 'et \ 
conjunto de tgdas las pruyecciones de puQt.6s de A. For ejemplo, 
la proyecci6n de un tri^ngulo es getK^ralmetiCe, ui] tri^ngulo, aunxjue 
en algurlos carfos ekcepcionales puede ser uiv s.e'gmento', 





















£/ 




T 










u ■/ 




A la izquierda, La proyeccl<:^ del APQR es el /n^TU. A la derecha, el 
plario que contiene al APQR es perpendicular a E, de' manera que la 
proyeccidn del APQR es sencillamente el segmento ST.. • ' 

Con junto de problemas 10-3 
!• Usando la clase de proydccidn explicada en la secciidn 10-3, 
contesta las^ slguientes preguntas: 



a 

c 



e 



iSerd siempre un punto la proyecci6n de un punto? 
;Ser^ siempre un segmento la proyecci6rr''ae"-tm--segmen to? 
iPodr^ ^er un rayo la ,proyecci6n de un ^nrgulo? ^Podrd ser 
una recta?; iun 4ngulo? 

iPodf^ ser un Sng||lo obtuso la proyecci6n de un ^ngulo 
agudo? 

iEs siempr^^n ^ngulo rejtto la proyecci6n de un^ ^ngulo 
recto? 
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f. iPodr^ s«r*la longltud de la proyecci6n de un segmento 
maygr que la longitud del segmento? 

2. a. Si dos segmei\to8 sotl congruentes, ^^ser^n cotigruentes sua' 

proyecciones? t 

^ b.. Si dos rectas se cortan, ipodr^n sus ^proyecciones ser doe 
• rectas* para'Ielas? ' - 

c. Si dos rectas no se cortan, ipodi;5n sus proyecciones ser. 
dos rectas que se cortan? « * 

d. Si dos segmentos son paralelos y congruentes, ^ser^n . ' 
congruentes sus- projecciones? . - a 

3. Dftda la figura de la derecha en la • 
que'AB no est^ en el piano m, 3cY es 
La proyecci6n de AB sobre el piano m, 
M es el punto medio de AB, y N es' la 
proyecci^n de M, demuestra que N es 
el punto medio de XY . 



iVlsta por Encim 














/ 




» 







Viflta por Knolraa 
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.En el dlbujo ingenieril la 'vista' por enclma o "planta" de un 
cuerpo geom^trlco puede conslderarse como la prbyecci6n de los varies 
^segmentos del cuerpo sobre un piano horizontal m, tal comd se ve en 
perspect>iva a la izquierda. La vista por encima tal como se^ dibujarfa 
en la pr^ctica aparece a la derecjta. (Nt) tratamos de indicar. aqu£ •. 
las dimensiones de los segmentos.) 

a: Dibuja una vista de frente del cuerpo ilustrado en la ■ * 
p5gina anterio'r; es decir, dibuja el resultado de . ■ : . 

, proyectar los segmentos del cuerpo sobre un piano v 
paralelo a la cara del frente. . ' . 

b* Dibuja la vista de per:^il de la derecha del cuerpo. 

5. La proyeccldn de un tetraedro 
(pir^mide, triangular) sobre el 
piano de su base puede parecerse 
a la figura de la derecha." ^En 
qu^ otra forma podrfa verse? ' ' 

6. Datos: BD es la proyeccidn de 
BC sobre el piano m, AB est^ en 
el piano m, y el 4ABC es un 
^ngulo recto. 

Demuestra que zABD es un ^ngulo 
recto. ^ 

(Sugerencia: SeaJ^E perpendicular 
al piano m.) 
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Datos: AQ tiene la pVoy,ecci6n 



^8 




sobre el piano m, AP es ' 
cualquier otro rayo desde A en 
el piano m, (Nota:* El ZQAR 
se llama el ^ngulo de AQ con el 
piano m.) . 

Demuestra que m ZQAR <mzQAP. 
(Sugerencia: Sea Q' la proyecci6n 
de Q sobre m. Sobre AP tomemos 
X de manera que AX AQ' . Dibuja 
W> y QX.) 

.81 la diagonal de un cube es perpendicular a un piano 
la proyecci6n sobre el piano de todas las aristas del 
se requiere una demostracidn . J 



dado 
cubo 



, dibu 
• (No 



ft 



Problemas de rejpaso 
Supongamos que el ^ngulo zR-AB-S 
es un diedro agudo ^n el que P es 
un punto de su arista. ' ^Podemos 
tomar en las dos car^s los rayos 
PX y PY de manera que: 

a. sea agudo el zXPY? 

b. sea obtuso el zXPY? y " 

c. sea recto el zXPY? 

Los pianos r ^^^ecortan en^Ti^. 

B es un punto ent#fe T y Q. AB 

est^ en r. mZTBA - 40.- FB esC^ 

en 8, mZFBQ - 9^rrr^ lEs el ZABF 

un jjngulo orectilfneo del diedro zTQi* 

iPodr;Ss daterminar mzABF? Si puedes, 

enuncia un teorema que justifique 

tu conclusidn. 



3 
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Los pianos x ^ r se cor tan en Qlt. 
B es un punto entre K y(Q. BA esti. 
*8h r. BF esU -en x. m ZABK - 90. 
m zQBF " 90. ^Es el ZFBA un ^ngiilo 
rectilfneo del diedro ZQK? Si 
eontestfls que sf, enuncia un teprema 
o dj^nicidn que apoye tu respuesta; 

Si mzABF - 8.0, ^seri rl x? Si rlx, ' . .* 

^cu^nto es m^-ABF? 

Indica si cada una de las siguientes af iirmaciones 6s cierta en 
lodos los casos (T) , cierta en algunos casos y falsa en otros 
(A), o cierta en ninRvln caso (N) : 

a. Dos rectas paralel^s al mismo piano son perpendiculares 
entre sf. 

b. Si un piano i\\terseca a cada uno de dos pianos que s^ 
cor tan, las rectas de intersecci6n son paralelas. 

c. Si una recta est^ en un piano, una perpendicular a la 
recta es perpendicular al piano. 

d. Si doa pianos son paralelos, cualquier recta en uno de ellos^ 
efi\ paralela al otro. 

e. Si dos pianos son paralelos a la misma recta, son paralelos 
entre sf. 

f. Dos rectas perpendiculares a la misma recta en el mismo 
punto son perpendiculares entre sf. 

g. Si cada uno de dos pianos que se cortan es perpendltiular 

a un tercer piano, su recta de interseccidn es perpendicular, 
al tercer ^lano. v " 

La proyeccidn de un segmento es un seg^ento. 
La proyeccidn de un ^ngulo recto es un^dngulo recto. 
Segraentos congruentes tienenn[>«^ayec clones congruentes . 
Dos rectas son paralelas si ambasNson perpendiculares a la 
misma recta. I 

Si un piano es perpendicular a cadi ui^a de dos rectas, las 
dos rectas est^n en un mismo piano. 

Si un piano corta a otros dos pianos en rectas paralelas, 
entonces los dos pianos son paralelos. 



m 
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n. Si un pl^no porta las caras de un ^ngulo diedro, la inter 
seccidn se llama un ^ngulo rectilfneo correspondiente al. 
ingulo diedro. ' I 

Datos: F es la proyecci'6n del 

punto A sobre el piano E. BH 

esti en. el piano E. El zFBH 6s 

un ilnguld recto. 

Demuestra que el ZABH es un ^ngulo 
recto. 




Datos: Los pianos X, Y y Z soji 
paralelos segiSn se ve en la figura, 
estando CE en Z y,A en X, AC corta 
a Y en B, y AE^ corta a Y en D, 
AB - BC, AC * CE. 
Demuesfra que BD = BA- \ 




Datos: R, Z,.Y, X "Bon los puntos ^ 
raedios, respectivamente , de los 
lados CB, BA, A^, DC del cuadri- 
l^tero no piano CBAD . 
Demuestra que RZYX es un paralelo- 
gramo. ^ ' 




En la sigutente afirmaci6n incompleta, es posible llenar los 
espacios provistos en Ifneas s6lidas cc5n ''la recta" o "el 
piano" y SLos espacios en Ifneas de trazos con || o 1 de 
ocho maneras que hagan cierta la oracidn completa. Da cinco 
de esas maneras . ' , , <. 

Si A 'es a C, y ' '\ B es 

4 

a C, entonces A y B son . 



^ 4 
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Datos: ABCD es un paralelogramo 
L estd en el piano de ABCD, y 
cada Lino de AE, BF, 3(Y, DH y CG 
es perpendicular a L. 
Demuestra que AE + CG •= BF + DH . 



* ' Ap^ndice I 

' f. . 

- UNA TAQUIGRA^ICA CONVENIENTE 

Hubo un ttempo en que era . necesario escribir con palabras toda 
el 51^ebra. Con palabras j^drfas enunciar un problema algebraico 
asf: . • . . 

"Si cuadras ^un cierti$ numero, y despu^s agregas cinco veces el 
niimero y luego restas seis, el resultado es cero, ^Qu^ numeros 
podrfan ser elegidos como numero original?'' 

Este. problema -se puede escribir en la siguiente forma abreviada: 

'^Halla las rafces de la ecuaci6n x + 5x - 6 = 0" . 

La notaci6n algebraica es una taquigraffa muy conveniente. 
Para hablar de conjuntos se invent6 una taquigraffa an^loga, Una 
vez que te acostumbres a ella, e^onomlzar^s mucho tiempo.y espacio, 
y si tu maestro no se opone, podrfas utilizarla en tu trabajo 
escrito. 

Empecemos con un diagrama y escribamos varias cosas acerca de 
61,^ primero con palabtas y luego en taquigraffa. 




Aquf vemos una recta L, que separa el plaho E en dos semiplanos 

H y H . Ahora digamos de dos manerds algurias coBas. 

1 ^ ' . . \ 



Con palabras 



En taquigraffa 



1. El segmepto^PQ est^ en Hj^. 

2, La interseccidn de RS y L es 
T. 



1. PQ \C 

2 . RS ri" L = T 



La exi)resi6n abreviada PQCH^ se lee de la misma manera <j[ue 
su correspondiente expfesidn a la izquierda . En general, cuando 
escrlbimos 'AC B queremos decir que el conjunto A est;^ contenido en 
el conjunto B. - . , i ' 

Una expresfdn del tipo ADB denota la interseccidn tje los con - * \ 
•juntos A y B. Observa que l^os conjuntos PQ. y RS no se interse6an. 
Si convenimos en escribir para el conjunto- vacfo el sfmbolo ^, . ' 
entonces podemos'expresar esta condici6n asf: ' _ ' 

' . PQ n RS = 0. 

An^logamente , • 

PQ n L = 0 

y tambi^n 

PQ n H2 = 0. • ' , 

Desde luego, PQ es un" conjunto que est4 cbntenido en E^. Ter'o 
el punto P es un tniembro de ^^1 En taquigraffa lo escribimos as£: 

pen. . " 

1 • * .. 

Esto se lee, "P pe*^tenece a Hj^" . 

La reunion de dos conjuntos A y B se escribe AUB. Esto se 
l.ee, "A reunido con B", o mejor "reunidn de A y' B" . An^logamente,^ 
•pai:a la reunidn de tres conjuntos escribimos AUBUC. Por ejemplo, 
en la figura anterior, el piano E es la reunion de H- , H y L. Por 
lo tanto , podemos escribir ; 

E ■= U U L. 

^ Observa que en est« caso (y siempre), una fdrmula que contiene 
el signo "-" significa que io que est^ a la izquierda del signo- es lo 
mismo que lo que estd a la derecha . El signo '•=" es s en c I'll amen te 
una abreviafeura de la palabra "es", como en la expresidn 2 + 2 « 4, 
qU9 dice que dos^ m^s dos es cuatro. * r 



ConJunCp de pgroblemas I \ \ ' ' ^ ^ 

Cpnsidera los con juntos A, B,, Q, etc., definid^os de la^siguiente 
manera: - ■ . . ' I 

A es el conjvinto'de todc>s los medicos. 
^ B es el conjunto dp todos los abogados, 

C -es el conjunto de todaS las personas altas . 
D es el conjuntp de todas las personas que tocan el violfn. 
/ E es el -'conjunto de todas las. personas qlie ganan mucho dinero. 
F es el conjunto de todosc los baloncelis t^s . ' ' 

Escfibe en forma abreviada .los siguientes enunciados : 
■l, Todos los baloncelistas son altos, ' 

2. Ningiin medico es un abogado , * , 

3, ^^iag\in violinista gana mucho dinerp^. a menos que sea alto, 
4». Ningun baloncelista es un vfolinista, 

5, Todo aquel que sea uti medico y adem4s un'' abogado puede^ ' 
tambi^n tocar -el violfn, ' > ' * ^ 

^6. Tpdo baloncelista que pueda tocar el violfn gana mucho 
diner Q/. , " • 

7. El hombre ;X es un violinista alto, 

8, El hombre Y jes un pr6s"pero abogado,. * 
. 9. El hombre Z es lin baloncelista alto. 
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POSTDLADOS UE la ADICION Y DE tA MULTIPLICACION ' 

* Los m^todos. para manejar los numeros reales mediante las opera- 
ciones de sumar y multiplicar, y las operaciones dsocladas de restar 
y dividlr est^n deterrainados por los onc^ostulados que aparecen 
m^s adelante. En estos postulados y en las demos traciones de los ' 
• tearemas que siguen se sobrentender^ • que todas las letras representan 
'nCiiperos reales. ' . '• 

* yr 

A-1. (Clausura respecto dtt. la. adicidn) " x+ y^e^ siempre un 
ndmero real . .. - 

.. ■ ' ' ' \ *^ 

A-2. (Ley asociativa de la adici6n) x + (y + jz) (x + y) + z 

A-3. (Ley jconmutativa de la adici6n) x + y » y + x 
^ .A-4. (Exi,stencia del-0) Existe un numero dnico 0 tal que 
X + 0 =■ X para todo x. .■«. ' 

A-5. (Existencia- de los negativos) Para cada x existe un 
V nUmero unico -x tal qu^ x + (-x) = 0. 

• M:!.^ (Clausura respectb de la multiplicaci6n) ^ xy es siempre 
un nUmero real . . 

M-2.. (Ley asOciativa de la multipli9aci6n) x(yz) = (xy)z 

M-3, (Ley conmutativa de la multiplicaci6n) xy ■=. yx 

M-4. (Existencia del 1) Existe un numero Unico ^1 tal que 

Xv" 1 - X para todo x. 

M-5. (Existencia de los recfprocos) Para cada nUmero x, distinto 
^. de 0,. existe uil numero unico — tal que x 1. 

S.y (Ley distributiva) x(y + z) «,,xy + xz 

Los si^ulentes teoremas fundamentales ilil^trar^n c6mo se utilizan 
estos postulados en casos spncillos : 

Teorema Si b - -a, entonces -b 4 a. 

*%emostraci6n; Por ^A-5, b « -a significfa lo mismo que a + b « 0. 
Por A-3, esto es lo mismo que b + a » 0. Por A-5, esto' es lo' mismo n 
. que' a ■ -jb. • ^ • , , 



.erJc . 



.-11^ 



p 



A-6 



Otra raanera de enunciar este teorema es : -(.-a) - a. ^ 
* Teorema II-2 . Para cualquier '^, a • 0 0, 

Demo8traci6n : . . ' . . 

a a -1 (M-4) j 

- a(L+ 0) . , 

^ - a-1 + a-0 (D) 

- a + a-0 (M-4) . 

^•Luego por A-4 , a • 0 - 0. "' 0 

Teorem^ II-3 . a(~b)^ « -(ab) \ / « 

Detftostraci6n : . - C 

ab + ^(.^b) - a[b + (-b)] (D) 

- a-0 (A-5) 

^ . - 0 - ^ ^ (Teorema II-2) 

Luego, por A-4,-a(-b) « -(ab) . 

. Como un caso especial de ^ste ted^epa, tenemos a(-l), ■ -a.' 
Def lnlcl6n . x - y significar^ x + (-y). Observa que, jcon 
est^ definici6h, a - a - 0 . ' 
Teorema II-4 . Si a + b, ■ c, entonces a » c - b, ^ 

Derao^traci^n : Si a + b = c, entoncfes 

^ (a + b) + (-b) - c + (-b) 

(a + b) + (-b) - a + [b + (-b)] / ^ (A;2)' 

- a + 0" _ (A-5) 

- a (A-4) 

Por consijguiente , a - c +"(-b) * c - b por definici(5n . * 

Tedrema 11-5. Si ^b - 0, entonces o bien a-0 6 b 0. ' 

DemostracixSn : Para demoistrar el teorema, bastard mostrar que 

si . a / 0 entonces b^" 0. Supongamos, pues , aue a *^ 0. Entonces, 
1 

por M-5,, existe, Por lo tanto, 



a 



tanjbi^n, 



-(ab) - -^-0 d (Teorem^ A-II-2) 
a ^ 

i(ab) - (-i-a) b (M-2) 

^ - 1-b (M-5), 

. - b-1 (M-3) 

- b (M-4) 



Por conslguiente, b - 0. 

ERIC ' 3^ 



A-7 y ' A-II 



Teorema IIj;6. (Ley de cancelacitfn) Si ab • ae"" y a ^ 0, 
entonces b c . 



Demostracidn: Si ab -^ac, entonces ab - ac 0. Por el teorenia 
A-II-3, estoes lo mismo queab + a(-c) - 0, 6, por D, es lo mismo . 
qu^naCb - c) - 0. Puesto que-a / 0, aplicando el teorem^ II-5, 
tenemos que b - c ^ 0. Por lo tanto, b -. c . ' 

, Estos son solamente algunos ejemplos del uso de los postulados 
en las demos trac tones de teoremas algebraicos fundamentales .. General- 
mente. en nuestro trabajo algebraicp no'^utllizamos los postulados 
directamente, sino que utilizamos propiedades tales como las enun- 
ciadas evy lo^ teoremas II~4.y 11-6. 

Con.junto de problemas II 

1. Demuestra cada uno de los siguientes teoremas: 

,a. (-a) (-b) - ab . 

b. a(b-c) - ab - ac 

c. Si a - b » c, entonces a ■ b>'c. 

d. (a.+ b)(c^,+ d) - ac + ad + be + hd (Sugerencla: Como " * 
primer paso, aplica D, considerando (a + b) como un solo ndmero.) 

2. Dadas las def iniciones : ' . " . 
X- ^ x-x, . • • • 

2 - 1 + 1, . . ^ 

demuestra qu? , ' 

(a + b)2 - a2 + 2ab + b2. ' 

3. Demuestra que (a+.b)(a - h) f a^ - b^.' ' 

4. Definigi6n- . 

Demuestra cada \ino de los siguientes : " * ^ 

'' . • 

.a/ (ab)"^ - ^~^b"^ ^ 
. ' a c ac „ ... • 



^ a ac 



d. (-a)"l ^ -(a~^) 
n -a . a 

■ a , c a f c 
' • ¥ *^ ¥ " -ITT 
4 c ad ^ bp 
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Ap^ndlce III ♦ 
NUMEROS RACIONALES E IRRACIONALES 



C6mo demostrar que un numero %b raclonal 
Por def ln'lcl<5n^ un numero es raciinal si se puede expresar como 
la razdn de dos enteros. Por lo tantb, si queremps dempstrar que 
un numero x es racional, tendremos que determinar dos enteros 



q tales que ^ » x. He a^quf algunos eNjemplos: 

(1) El numero ^ " 2 • 7 racional, porque 

I - 7 + 6 „ 13 



2 7 nr -14 * ' 

Por Lanto, X « ^ donde p - 13 ^ q = 14. 

(2) El numero x = 1.23-es racional, porque 

123 

3L00 ' ^ , ^ 

que es la raz6n de los dos enteros, 123 y 100. \ 

(3) Si el numero x es racional, entonces 2x tambi^n ' ser^ 

racional. (Es decir,^ el duplq de un. numero racional es siempre 

racional.) Puesto que si t 

4. ' • 

• . q 
siendo p q enteros, entpnces aer^ 

1 ' q ' - . , , 

donde^ el numerador 2)p y el denaminador ^ son ambos enterjis. 

(4) Si ei numero x es rational, entonces el_pumero x>^^tambi6n 
s^r4 racional. Puesto que si ^ , \ ^ 

r 

entonces o o i . o ' 

„ . 2 £ 2 , 3p + 2q 

,3 q 3 3q ^ 

donde el numeradop y el denominador son ambds enteros. 
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(5) Si X es un ndmero racional, entonCes + x tambi^n 
aer^. i^n ndmero racional. Puesto que si 

entonces _ 2 ' 2 

donde el numerador y el denominador son enteros 



Conjunto de pid?l?lemas III-l 

1. Muestra que 0.2351 es un nCimero racional. 

2 S ' 

2. Muestra que + y es racional. — ' 

3. Muestra que si x es un nCiinero racional, entonces x - 5 tambi^n 
^ seri racional . 

4. Muestra que si' x es racional, entonces. 2x - 7 t&mbi^n ser^ racloni 

5. Muestra que 3" + es racional. 

6. Muestra que la suma de dos ndmeros ractonales cualesquiera es 
. un ndmero racional. ■ , . 

7. Muestra que (y|-)(|^) es racional. 

8. Muestra que el producto de dos nJmeros- racionales' cyalesquiera 
es un numero racional. 

9. Muestra que -j-7 es racional. 

10. Muestra que el cociente de dos nOmeros racionales cualesquiera 

es un numero raciona^, sietftjire y cuando el divisor sea distinto 
de cero. * . > V 

11. Dado qu^ s/1 es" iri;acional , muestra que* ^ tambi^n es irraci'onal 

(Sugerencia; Ahora que sabes algo acerpa de las demostraciones 
Indirectas, este problema te ser^ m^s 8en«?lllo.) 

12. ' Dado que tt es irraclonal, muestra qu^ | tarabi^n es Irraclonal. 
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13. Muipstra que el recfproco de todo ndmero racional distinto de 
cero es racional . . . „ 

14. Muestra que el recfproco de todo nCimero irracional dlstinto de 
^^ero es irracional. ' ' * * 

15. iEs clerto que la suma de un ndmero racional y un ndmero Irracional 
es siempre l^rracional? iPor qu6 lo es o por qud no lo es? 

16. iEs cier^o que la suma de dos ndmeros irracionale^ es siempre 
Irracional? ^Pbr qu^ lo es o por qu^ no lo es? . 

17. iQu6 podrfas decir acerca del producto de un nilraero racionai y'^ 
un numero irracional? 



jIII'-2. Alsunos e.jemplos de numeros irracionales 

En la secci6n, anterior, demostramos qJe en cier|is condiciones 
un numero ser4 racional. Eh algunos problemas, demostraste que 
p^ytiendo de un ndmero irracional podemos obtener m^s ndmeros . 
irracionales de variae maneras. Sin embargo^ hemos d6jado una 

• pregunta muy import^nte sin contestar. iHabr^ algiSn nC(m6ro irracional? 
Contestaremos a esta pregunta mostrando que un nCimerb particular; 
a saber, -ll, no se puede expyesar comp la raz6n de dos enteros. 

Para demostrarlo, primero necesitamos'' eilunciar algunas propiedades 
de los cuadradQS de enteros impares y enteros pares. Todo entero es 
o bien par o-impar. Si n es par'^ entonces n es el duplo de dlgCin 
entero k, y podemos esqribir,' * . 

ri - 2k. 

Si^i es impar, entonces al dividir px?r 2\obtenemos un cociente'k y , 
un res to 1, de manera- que ■ ^ 

# - k + A • 

'2 .2 ■ ^ 

Pdr lo tanto, podemos escribir 

* « ■ * 

n « 2k + 1. 

Estas son las formulas tfplcas para hdmeros pares y ndmeros impaiffes; 
respect ivamente. Por ejemplo, . 
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6 - 2*3 ' • n - 6i k * 3 

7 -.2 -3 + 1 n - 7, k - 3. 

•8 - 2 '4 ' V n - 8, k - 4 

9-2'4+l n-9,fc-4, 

y asf sucesivamente . Es f^cil demostrar el siguiente teorema: 
Teorema El cuadrado de todo niimero^impar es impar . 

Demostraci6n : Si n es impar, entonces podemos escribir 

n - 2k + 1, 

dond^ k es un entero. Cuadrpndo arabos m^embros^^ obtenemos 

- (2k)^ + 2-2k + 1 



• - 4k'^ +. 4k + 1 . 

El^^miembro derechp tiene que ser impar, deBido a que est^ escrito 
en la forma ^ 

2(2k^ +.2k) +1; 



2 • 

es decir<, es el duplo de un encero, m&8 1. Por Ip tan to, n es 
impar, que es lo que tenfamos que demostrar. 

Utilizando el teorema III-l, podemos obtener inmediatamerite otro 
^ teorema : < 

2 - ^ S 

Teorema II I*- 2 . Si n es par, entonces n es par. 

2 

Demostraci6n: Si n fuera impar, entonces n serfa impar, lo 
cuai es faisb, Por tanto, n es par. ^ 

Observa que 6sta esM^a demostraci6n indirectaf. 

. Ahora estamos preparados para empezar la dfemostracidn del 

siguiente teorema: , ^ 

Teorema III-3.- n/^ es irracional. 
i ^ ' . . 

. ' Demostracidn : La demostracl6n ser^ ipdirecta. Empezaraos ; 

BuponlenUo que ^^2 Cs racionol. Demostraremos que esto nOs conduce 
a una contradicci6n . ' * ■ 

• faso 1.' Suponiendo que 2 es racional, se deduce que ^2 
puede ser expresado como 

. ^ ■ ' /^-V' ' ■ 

*donde la fraccidn £ est^ ^reduclda a su' expresitfn mfnim^ ► • 

9^ : ' 3,- 
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Eato es asf porque si se puede expreaar ^ como una fraccitfn, 
entonces podemog reducir ega fraccidn a 8\axpresi6/A,fniina divi- 
dlendo el numerador y el denominador por cualquie/facCor comUn 
que tengan. 



Por consiguiente, tenemos , ' ' 

reducida a su. expresidn mfnima. De ahf obtenemos 

. 2 -£7 ^ 

que a su vez nos da 

P - 2q . 



2 

Paso 2. p es|par, debido a- que p^ es el duplo de un entero 
Paso 3. p es par, p9r el teorema III-2. ^ ' 
Por tanto, dec^mos que p » 2k, Sustituyendo en la fdrmula' al 



(2k) )- 2q^ 



2 2 
4k - 2q 



final del paso 1, obtenemos • 
lo cual signffica que 
?or tanto, » ' . 

/ 

2 . 2 • 
q - 2k . 

Paso 4. q es urST, debido a que q^ es el duplo de un entero. 
Paso 5. q e/,par, por el teorema III-2. 

Empezamos suponiendo que era racional. Partiendo de esta 
,suposlci^iB obtuvimos ^ - reducida a,su expresidn minima. Luego 
demoptraraos que p q eran-ambos 'pares . Por lo tanto, £ no estaba 

q 

reducida a su ^xpresl6n minima. Esta contradiccidn Indica que nuestra 
suposictdn inictal tiene que ser ^alsa, es decir, ^/I no es racional. 
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Con,1unto de prbblemas II I- 2 . ' 

Los problemas que siguen son mis diffciles que la raayorf^ de ^ 
Ids problemas del texto, 

^ 1, Adapta la demostraci6n de que n/7 es irracional, para obtener 
una demos tracidn de que es irracional/ (Sugerencia: Empieza con • 
el he^ho 4e que todo entero puede escribirse en una de las siguientes 
f ormas : ' . 

^ » ^ . n . ' 

n - 3k + 1 

n ^ 3k + 2, 

y luego demuestra un teorema correspondiente al teorema 111-2 • ) 

2, Obviamente, nadie puede demostrar que n/^ es irracional, porque 
- 2 • Si tratas de "demostrar lo" mediaate una adaptacitfn de la 

demostraci6n para n/Y, ^en qu6 paso fallard esta demostracidn? 

3. Miiestra que ^fl es irracional. 

En realidad, la rafz cuadrada de un entero es otro entero o un 
nCtmero irracional, Sin emiftargo, la dembstracidn de esta propiedad 
requiere m4s t^cnica matem^tica de la que disponemos. Problemas como 
^ste se resueiven en una rama de la matem^tica llamada Teorfa de Xos 
Numeros . . 



' Ap^ndice IV 

u ' 

^ CUADRADOS Y RAICES CXlADRADAS 

•V 

Todos sabemos qu^ significa cuadrar un ndmero: se multipl^ica' 
el ndmero por sf mismo. Sin embargo, las propiedades de las rafces 
cuadradas son un tanto artificiosas y el lenguaje que se femplea 
para hablar de ellas se presta a confusi6n. Aquf trataremos de 
enunciar las p^ropiedades y^seftalar los escollos que se puectan presentar. 

Decir que x £s una rafz cuadrajda df a significa que 

• ■ 2 

X « a. 

^ , f 

Por ejemplo, I 

2 es una rafz cuadrada' de 4, 

• 3 es una rafz cuadrada de 9, 

-2 es una rafz cuadradaf d^ 4, 

-3 es una rafz cuadrada de 9; 

y asf sucesivamente . Quizes te preguntes" por qu^ no abreviamos 
estos enunciados utilizando el signo radical. La raz6n 6s (como 
veremos m5s adelante) que el signo radical significa algo un poqc^ 
diferente. ' . . ^ 

La slguiente es una propiedad fundamental del sistema de los 
numeros reales: t* * 



\ 



Tydo numero positivo tiene exactamente una rafz 
cuadrada positiva. ^ 



2 

Por ejemplo, 2 ■= 4, y ningun numero positivo excepto el 2 es 

2 2 < # ' 

una rafz de la ecuacidn x « 4; 4 16 , y ningun numero positivo 

' 2 * ♦ 

. ^xc^pto el ^ es una rafz de la ecuacidn x = 16; y asf sucesivamdnte. , 

Desde luego , si x es una rafz" cuadrada de a, entonces* -x 
tambi^n lo es, debido a que (-x) - x . Por lo tarito, todo nCimero ' 

positive tlene exactamente dos rafces cuadradas, una positiva y 
la Otra negativa, El significAdo del^^-slgno radical se define as£: 



I 
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Si a es po'sitivo, entonces n/h denota la .rafz cuadrada 
*■ poflltlva de a^ ; \ ^ 

Adem^s, por definici^n, n/D,«^ 0, 
Per ejemplo, , 

• • , ^A 2, 

n/9 = '3 , 
n/K « 4, 

> 

y asf sucesivamente , Para indicar la ptra rafz cuadrada, es decir, 
la rafz negativa, sencillamente ponemos un signo negative antes del 
signo radical. Por ejemplo: 

V 4 tiene dos rafces cuadradas, 2 ^ -2/ 

p- 3 tiene dos rafces cuadradas, ^ - n/3 . 

7 tiene dos rafces cuadradas, JT ^ -^.n/T. 

Los dos enunciados siguientes se parecen, pero, en realidad, son 
diferentes: ^ ' * ^ 

(1) X es una rafz cuadrada d6 a. 

2 

El primer enunclado significa sencillamente que x = a. El 
segund'o significa no s61o que x^ « a, sino que tambid|l x^O. Por 

J.O tanto, el segundo enunciado no es simp lament e una/forma abreviada 
del primero. « i 
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Investiguemos ahora la expresi6n*vx , donde x es diatinto de 

cepo. Hay dos posibilidades : 

/ ' 2 
I, Si X ^^O, entonces x es la rafz cuadrada positiva de x , 

y podemos escribir . . , " 

VX » X, 

II. Si x-< Of entoncee x * es la rafz cuadrada negativa de x^ 

2 

y ser^ la rafz cuadrada'' positiva de x . Por * consiguiente, para 
x<0, tenemos * . 

»r . ■ -X . V 
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/T ' 

. La ecuacidnVx - x es tan sencilla que casi p^rece ser una 
i.ey n^i^ural. Sin embargo, en, realidad, ^"cuacidn no siempre es 
v^lida: es v^lida cuando xiO, y no lo es ouando 'x-<0. 

Uniendo los casos I y II, vemos que, sin excepcidn, para todo 
X tenemos . ^ ^ 

t « 

Par^ver esto, debemos cotejarlo con la definicidn de |x|, en la 
secci6n 2-3 • 



Con junto de problemas IV 

^Cu^les de ios siguientes enunciados son ciertos? i?or qu^ lo 
30n o par que no lo son? ^ - • 





- 3 




= -3 




- t l.hiH 















( Aproxlmadamente) 
^ (Aproxlmadamente) 



^Para -qu^ valores de la variable (si los hay) son v^Hdas las 
siguientes ecuaciones? ^Por qu'^? 



Iv 

1 1 
1? 

.13 



V (x - 1) 

y(x 1 3) ' 
y(x ^ 3)| | 



I 

X 

|x'- I| 
-|x - 1| 
(x 1-3)^ 
-(x 1 3)^ 
l(x 1 3)^^| 
- I(X 1 3)^1 



4 • 
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Ap^ndice V 



COMO DIBUJAR FIGURAS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL 



V-1. Dlbujos senclllos 

U^curso de dibujo mec^nico tiene relacidn con la representacidn 
precis^ de objetos ffsicos vi^tos desde diferentes lugares del 
espacio. En la geometria, s61o utilizamos dibujos, como ayuda en" 
nuestro razonamiento matem^tico. En este caso, no hay una mantra 
correcta unica de hacer dibujos, pero hay-algunas tgcnicas que por 
>u utilidad se han genteralizado . Por ejemplo, el primer .dibujo 
a 1^ derecha es una representacidn 
t^cnicaraente correcta de una 
pirdmide ordinaria, pues se puede * 
ar^umentar que se est& mendo la 
pir^mide desde arriba . Pe^ a 
veces, .dibujos hechos cuidadosa- 
mente no son tan utiles como un , ' 
esquema tosco hecho a mano. El 

primer dibujo no sugiere tres ' ^ 

dimensiones, el segundo sf. 

La primera parte de esta exposici6n ofrece algunas sugerencias 
para obtener m^tbdos simples de dibujar figuras tridimensionales . 
La segunda parte , introduce la t^cnica tn^s elaborada de dibujar con 
perspectiva. La difereticia entre los dos puntos de vista viene 
sugerida por estos dos dibujos de una caja rectfmgular. ' 




HI 
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Eri el primer dibujo se represent^ la base mediante urt; piiralelo- , 
gramo fdcil de dibujar. En el segundo dibujo, la arista anterior 

* * ■ 

de la .^ase es paralela a la arista posterior, pero'esta .ultima se 

dibujd mds corta con la intenci6n de gue asf darfa. la itnpresidn 

de estar "mds lej.ana" . > . 

No importa ctfmo se dibuje una caja rectangular, hay que sacrificar 
alguna^ cosas. Todos los ^ngulosf de un rectdngulo s61ido sdn rectos i 
pero al wedir con un tnansportador los dngulos de los dibujos ante- 
riores se ve que dos' terceras partes de elTos no miden noventa grados; 
E^tamos dispuestos a no dibujar dngulos rectos como '^ngulos rectos i 
a fin de hacer la figura como un todo mds sugesfiva. ' 

Ya sabes que un piano se repres^ta generalmente mediante un > 
paralelogramo . 

Pa^fee' Pazonable dibujar 
un piano norizontal de cual- 

quiera de las maneras mostradas .A 



y dibujar un piano ver^tical as£: 



Sin embargo, si queremos indicar dos planQs paralelos,. no logramos 

un buen efecto si dibujaraos dos pianos "horizontales" cualesquiera , 

Observa que con el dibu}o de la derecha se logra un mej.or e^ecto que, 
con el de la^ izquierda . Tal vez prefieras adn otro tipo de dibujo. 



Se utilizan varios artlficios para indicar que una parte de,una 

figura pasa por detrds de btra.' Algunas veces una parte oculta 
puede aimplemente omitir, otras veces se indica por medio de rectas 
de trazos .o punteadas. A^f> pues, una recta atravesando un piano 



ae puiede dibu'jar de euaiquiera de dos maneras: 





Cada uno de los siguientes dibujos representa do^ pianos que se 
Intersecan: 





El aegundo es mejor que el primePo, porque se muestra la recta de 
inter3ecci<5n yslas partes ocultas est^n represe'ntadas m'ediante 
'rectas de trazos , Los dibujds tercero y cuarto sc# aun mejores, 
porque mediante el empleo de "lectiLs paralelas, la recta ,de 
interseccj.(5n se ve ligada**tanto al piano P como al piano Q. 
A la derecha aparece un dibujo que 
tiene la ventaja de la '^enc^illez 
y la desventaja de sugerir un piano v 

^ y un seraipiano, En cualquier caso una 
recta^^ interseccidn es una parte de gran importanct'a en una figura. 

Suponte que ^Jeseaitnos dibujar dos planog que se intersecan, cada 
uno de ^los cuales es perpendicular a un tercer piano. A -contlnuacidn 

"se muestra etapa por etapa un procedimiento dpropiado para lograr 
tal efecto. 
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* * 

Observa c6mo tie han construido Ids ultinjos^ dos planA partiando 
la recta de Intersecci^n. . Un dtbujo c9mpleto qu^mueatre todas las 
rectaa J ocultas es demasiado complicado para hacerse con agrado. De 
las flguras que aparecen a continuaci6n, la de la izquierda es mucho 
^ In^s sugest^iva,\ y 





Una moneda de diez centavos, vista desde diferentes ^ngulos, 
aparece asf: - , ' 




Ni la prlmera ni la ultima son una buena repre»entaci6n tridimen- 
sional de un disco, Cualquiera de las otras es satisf ac toria . Para 
representar La base de un corip quizes es mejor utilizar 61 mds 
estrecho de los 6valos dibujados. . 





Ciertamente, nadie puede esperar que interpretemos la ^ifgura 
siguiente ■cotno'*La representaci6n de un cono: < 
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..A contlnuacl6n apaVecen otros, dibujos , cada uno con una 
descripct6n verbal. ^ ' 

Urta recta paralela a un 'piano. ^ 



Un cilindrp cortado por un i 
piano par-alelo ^ su base. 



Un cilindro cortado por un 
plana no paralelo a su base' 




Una pir^mide cortada por un 
^plano paralelo a su basQ . 




Es importante recordar que un dtbujo no es uri fin en sf , sino 
que es simplemente una^ayuda para entender ^a situaci6n geora^trica* 
Deb^^mos escoger la figura que sirva iilfevj^^ este prop6sito; la 

eleccldn de una persona puede diferir de\ la de otra. 



V-*2 , Perspec tlva 

Los rayos a, b, c, d,.e, f, en la figura siguientja de la izquierda 
sugieretii rectas coplanarias que s« inter«ecan en V; los raybs 
correspot^dientes en la figura dt la derecha sugieren rectas paralelas 
en una fj.'gura tridimensional. Al mlrar esta Ciltiraa figura, piensa 
en una via ferroviaria y .en poster telef^nicos. 
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La figura de la derecha sugiere ciertoQ principios que son iStiles 
para hacer dibujos en perppectiva, | 

1) Un conjunto de rectas paralelas que se alejan del observador 
se reprtesenta mediante rayos concurrent es]^ como , por ejemplo, los 
rayos a, b, c, d, e^ f , El punto, en el dibujo, en donde los rayos 
se encuentrarl se llama eJL "t)unto de desvanecimlento", , 

2) Los segitientos congVuentes se dtbujan m^s pequeftos cuando 
estin m^s lejos del observador ; (Busca ejemplos en el dibujo,) 

3) Rectas paralelas que son perpendiculares a la Ifnea de vision 
4ei observador se representan en^el dibujo mediante trectas paralelas, 
(Busca ejemplos en el dibujo.) ' „ 
No ye necesita mucha habilidad artfstica para utilizar estos'tres 
principios, ^ • ^ 

Los pasos a seguir al haceif un esquema de un s61ido^ rectangular 
se Questran a continuagi^n . 



/ 



/ 



V 



Dibuja la cara interior como un 
rect^ingulo. 

Elige un punto de desvartecimlen 
y dibuja segmentos desde ese 
punto a lo8 v6i»tibe8. Omite lo 
segmentos ocultos. • 
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Dibu^a aristas paralelaa a. las 
de la cara anterior, Flnalraente, 
borralas rectas perspectiva. 



Con esta t^cnica- se puede representar un, solo piano horizontal 
cOmo la cara superior del sijlido ajiterior. 



Un so\o piano vertical puede ser represetitado mediante la 

\ * •<: " 

anLeriof o la carade*La derecha del cuerpo. ' 



cara 




Deffpu^s de esta breve exposici6n de do% puntos de vista para 
hacer dibujos tric^imensionales , de nuevo debemos darnos ciienta de 
que rto hay una inanera correcta dnica de representar' i'deas geom^tricas 
Sin embargo, cuantb m^s "real*' queramos que apfjrezca nuestra flgura, 
m&s atencidn debemos prestar a la perspectiva ., Un gran artista como 
lo fue I/epnardo d^ Vinci prest6 gran aten9i6n a la perspectiva. ^ 
Muchos de nosotros encontramos esto ya hecho cuando utilizamos 
cameras fotogr4f,JLcas corrientes . . 

Si est^s interesado en una expusici(5n m^s d^tallada, lee algunos 
llbros acerca de dibujos o busca en una enciclopedia ^1 vocabl'o v 
"perspectiva'^. • " . ^ - 
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Ap^ndice VI " 

^ ^ >■ ...■■<■ 

D^OSTRACIONES DE TEfOREMAS ACERCA DE PERPENDICULAI^DAD 

En la seccidn 8-3 se enunciaron dos teoreraas, los^'cuales . 
^ incluyen todoa los caaos de existencia y unlcidad relaclonados con 
ia perpendicuiaridad de una .recta y un piano. Como se lndlc6 en„ ^ 
aquella ocasi6n. hay ,^e probar ocho caaos dlstlntos para lagrar 
estabtecer las .demostraciones de estos dos treoremas. A contlnuacl6n 
presenearemos estos caafDs y demostraremos los que aCin no han sldo 
probados. 

Primero enunciare'mos de nuevo los dos teoremas. ' 
Teorema 8^9 . Por un eunto dado pasa un piano perpendicular a 
una: recta d^da, y S(51o uno . " ' ^ • 

"^^"^^""^ lliO- un punto dado pasa una recta perpendicular 

a unc piano dad<j„ y s61o una . - - . * 

Ahora consideraremas las ocho demostraciones enuri orden siste- 
m^tico.' Si l^^s los teoremas 'culdadosamente, notar^s que hay rauy 
pocas diferencias en sus enunciados verbales; asf, la auseticla' o 
pre'dencia del vocablo'*^' ^ la "^sustltuclfin da "a lo m^s" por 
"al menus", o el intercambio de los vocablos "recfa" y "piano". 

Teorema VI^l.' Por'-un pun to dado de una recta dada, pasa por 
I'o menas un platio ^perpendicular a esa recta. " 

Este es el teorema 8-'4, que ya se demostr6 en el texto. 

Teorema VI-2. Por un punto dado de una recta dada, pasa a lo 
m^s un piano perpendicular a esa recta. . - 

Este es el teorem^. 8-6',- el cual ya se demostrd. 

Teorema yi^. Por un punto dado exterior a, una recta dada, pasa 
por lo menos un. piano perpendicular a la recta. 
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Da^o: La recta L y el punto P exterior a L. 

Demostrar:) For el punto P pasa un plapo E, siendo E|.L. 





teoTen 



Demo^traci6n : ^ 

(1) For el punto P pasa una recta M perpendicular a L (teorema 
6-4) . Sea Q el punto de interseccidn de las rectas M y L 
contenidas en el piano F (teorema 3^-4) • 

(2) Hay un punto R (figura 2) exterior a F (postulado 5b), 
Sea G el piano que contiene a L y a R (teorema 3-3) • 

(3) En G hay una electa N perpendicular a L en el pUnto X\ 
(teorema 6-1) . ^ 

' (4)^ Sea E el piano que contiene a M y a N. Entonces, E IL 
^ per el teorema 8-^,3 . 

Teorema VI-4 , For un pun^ dado e^t^rior a una recta dada, papa 

va lo m4s un piano perpendicular a dicha recta. 

Demos tracidn: Suponte que hay dos pianos E y E , cada uno 

perpendicular a la recta L y en^ cada uno contenido el punto P, 
Si y E^ intersecan a L en el mismo punto Q, tendremos dos planoi 

perpendiculares a L en el pun4;o Q, y esto contradice el teorema VI-2. 
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Por otra parte, ,si y E2 Intersecan a L en dos purftos distintos 
V A y B, entonces 7 H son ^los rectas distintas pas^ndo por P y 
perpendiculares a L, lo que contradice ©1 teorema b-A. En cualquier 
caso obtenemos una contradiccidn , y, por .tanto, no es posible que 
haya dos pianos pasand^o por P y perpendiculares a L. ^ 
Ei/to completa la demostracidn del teorema 8-9. Los cuatro 
^teoremas sigui^ntes, los cuales se leen como los anteriores , con. los 

vocablos "rectal y "piano" intercambiados , servir^n para demostrar 
• el teorema 8-10, » > «. 

Teorema VI-5 . Por un^punto dado de un piano dado, pasa por lo 
menos una recta perpendicular al piano. 




Demostracldn: -Sea P un punto del piano E. Por el postulado 5a, 
hay otro punto Q en E. Sea el piano F perpendicular a en el punto 
P (teorema VI-1) . . ^ . - 

Puesto que F interseca a E (en el punto P) , su intferseccitfn es 
una recta M, f^or el postulado 8. Sea L una recta de F(, perpendicular 

a M ( teorema 6-1) . 

■* — 

Como Fi PQ, y L esti en F y contiene a P, de la definicidn de 
,una recta perpendicular a un piano, tenemos que LiIq. Como ya 
teniamos que LiM, del teorema 8-3 se deduce que LIE. 

Teorema VI-6 . Por un punto dado de un piano dado, pasa a lo m^s 
una recta'perpendicular al piano. « 

Demostracidn? Suponte que Lj^ y son rectas diferentes, cada 

una de e|las perpendicular al piano E en el punto P. Las rectas 

^ L^/ determinan un piano F (teorema 3-4) que Interseca a E en una 

recta L. Entonces tenfemos en F dos perpendiculares a L en el misino 
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A-VI 



A-20 



punto P, lo que contradice el ^eorema 6-1. 

Teorema ' VI-7 . . Por un ptinto dado exterior "a un- piano dado, pasa 



po 



) lo 



menos una recta perpendicular al piano. 

L 




Demostraci6n : Sea P un punto exterior^ al" piano E, ^^a A 
cualquier punto de E, *y sea M una recta que pasa por •A perpendicular 
a E (teorema VI-5) , , 

Si M conttene a P, ser5 la perpendicular requerida, ! 

Si M no contiene £l P, Bea F el piano que contiene a M y a P^ 
(teorema 3-3), y N la recta de interseccidn de F y E. En F, sea 
B el pie de la perpendicular desde P tiasta N (teorema 6-41 

Sea la recta L perpendicular a E en el punto B ( teorema Vl -5) . ^ 
Por el teorema 8-8, L y M son coplanarias, y, por lo ta|ito, L 
est^ ,contenida en F puesto que M y B determinan F, 

En Fi^LlN, ya que .LIE y N est5 contenida en E, Puerto que, 
por el teorema 6-1, hay una sola recta en F .pefi|)endicular a N en el 
punto ^B, L y Bf tienen que coincidir. Es decir, L contiene « P, y, 
por tanto, es la perpendicular requerida. 

% 

Teorema VI-8 , Por un punto dad^ exterior a xxn piano dado, pasa 
a lo m^s una recta perpendicular airplane. 

La demostraci($n resulta ser palabra por palabra id^ntica a la del 
teorema VI-6, excepto por la sustituci6n de "en el punto P" pots 
"desde el punto P" y de "teorema 6-;^" por "teorema 6-S" . , ' 
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General 



EL SIGNIFt^ADO Y USO^JS LO^ ' SIMBOLOS 

A - B puede leerse como "A igual a B" , "A es igual- 
^ B", "A igual B" (como en "Sea A - B"), y posible- 
mente de otraa maneras a fin de que se ajuste a la 
estructura del enunciado en el cual aparece el ( 
sfmbolo. Sin embargo, no debemos emplear el sfmbol 
- en casos como. "A y B son ; el uso adecuado del 
sfmbolo es entre dos expresioneS . Si^ dos expre- 
siones est^n conectadas por eL slmboltv. - , se 
sobrentenderjS que dichaS expresiohes .TOpresentan 
la misraa ent;idad matem^tica, en nufe^^o Vaso ^sta 
ser5 o un ndmero real o un canjunto de puntos, 

"No es igual a". A f signif ica que A y B no 
representan la raisma entidad. I^as ^raismas varia- 
ciones y advertencias que se hicieron acerca 4el 
uso de = se aplican ell^el caso del uso de 



AlRebraico 



Estos sfmbolos algebraicos' familiareS pard^ las 
op'eraciones con ndmeros reales ,no necesitan c^omen- 
tarios, Los postulados fundart^entales acerca de 
ellos aparecen-en el Ap^ndice II . . 
Asf como =, estos sfmbolos pueden leerse de varias 

maneras en los enunciajpos. Por -ejemplo, A •< B 
puede representar lo qiie est5 subrayado en las 
sigiiientes frases: "Si A ^ menor que JB " , "Sea 
A myior que , "A _es menor que B implica" , etc . 

Lo mismo puede decirse para los otros tres sfmbolos 
que ae leen "mayor que", "menor que o igUal a" y 
"majpr que o igual a". Estas desiguald.ades se 
apiJLcan s61o a los niimeros reales. Sus propiedades 
se mencionaron brevemente en la secci6n 2-2 y con 
mtfs detalles 'en la seccidn V2. 

( . ^ ■ , ■ ■ ■ : 
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Geomgtrlco 

Con juntos de 
pun to s 



" AB 
AB 

AB / 
/ 

/ 

ZABG ' 
/ • 

A ABC ,.. . 

za<(bc-d 

Nrfmeros reales 
AB 



f 



m z ABC 



"Ra£z cuadrada de A"v, y "valor absolute de A". 
Estos sfmbolos se estudiaron en las secciones 
2-2 y 2-3 y en el Ap^ndice IV. 

Una sola letra puede representar cualquier 
con junto de puntos que est€ bien definido. De 
modo que podemos hablar del punto P, la recta m. 
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un semiplano H, una circunf erencia C, un ^ngulo 
X, un segmento fc, ,etc. 

ft 

La recta que contiene los dos puntos A y B 
(p^g. 32). , 

El segmento de recta cuyos extremos son A y B 

La semirrecta cuyo extrerao es A y que contiene 
el punto B (pag. 48), 

El fingulo cuyo v^rtJLce es el punto B y cuyos* 

lados son las semirrectas BA y BC (p5g. 77). 

El triSngulo cuyos vertices son A, B y C (p5g. 
78) . 

El 5ngulo diedro cuya arista es BC y cuyos Tados 
|contienen los puntos A y D (p5g. 302), 

El ndmero positivo que es la distancia entrey^ 
los" dos puntos A y B, y tambiSn la longitud del 
segmento de recta AB (p^g* 36). 
El ndmero real entre 0 y 180 que es la medida 
angular del z ABC (p5g. 87). . ' 
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Relaciones 
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Congruencia. A * B se lee "A es congruente a 
B", pero deben tenerse en cuenta'las raismaa 
p6slbles variaciones y restricciones que en el 
caso de A «■ B. En el texto^ A y B pueden ser 

dos segmentos (p^g. 11^0 > dos 5ngulos . (p5g. H^), 
o dos trl^ngulos (p5g'. 115), no hecesariainente 
distintos. 

Perpendicular'. AlB se lee ''A es perpendicular 
a B" , y en este caso pueden afiadir.se los raistnos ^ 
comentarios que en el caso de ^. A y B pueden 
ser cf bien dos recgas (p^g. 92), dos pianos ^ 
(p5g/ 505), o \ma rectfa y un piano (p5g. 231). 
Paralelo. A || B se lee "A es paralelo a B", 
siendo v51idos en este caso los raisraos comen- 
tarios que para A y B pueden ser o blen dos 
rectas (p5g. 25I), dos pianos (p5g. 295), o 
una recta y un piano (p5g. 295). 




. ' Llsta de Postulados 

"I* . ~ ,. / ■ ' .:■•.( 

' Po?tulado q. (p^g. 32) Dados ' dos puntos diferentescualesquiera^ 
habr^ exactamente una reeta que loa contenga. 

Poatulado 2. (p4g. 36) (Postulado dfe la distancial) A cada * 
par de puntos diferentes correspond^. uh nilin6ro positivo dniop. • 

Postulado 3. (p^g. 38) " (Postulado de la regla:)" Podemos esta- 
blecer una correspondencia 'entre lo$ pantos vde una recta y los 
ndmeros- reales de manera que' 

(1) A cada punto de la "recta corresponde exactamen^'un ndmero 

^®«^»^ . ,. ■:. ' , . • ■■; ■ ' . • ' V • . • 

(2) A cada ndmero real 'corrd'^xjnde exdctamente un pun'td de 
la recta , y ' • • v , • . r 

(3) La distancia entre* dos puntos eg el valdc absolute de la 
diferencia de los ndmeros correspondientes » 

^ Postulad0 /4^ ^ (p^g. 42) (El 'pos^^ulado de colocaci<5n de la regld.) 
■ ■ • • • I ■ . * . , ■ ■* 

'Dados dos puntos P 'y Q de una V^cta, se puede escoger el sifetema 

de coordQriadas de manera tal que la coordetiada de P sea cere y la 
coordenada'de Q sea. ppsitiva . ' ; 

Postulado 3. (p^g. 59) ' 

^(a) H Todo piano Qonti^ne pqr lo menos tr^s. puntos que no est^n 
alinaados,, < - ' - 

' (b) El espacio contiene ,por lo ihenps cuatro puntos que no (BSt:^ri. 
en un piano. '* ^ ' . >f 

Postulado 6 > (p^g. 61)* Si dos puntos est^n en un piano, 
entohces la recta que los contiene est^ en el mismo piano , * 
• ^ Postulado 7 . (p5g . 6ki) Tres puntps cudlesquiera est^n por lo ' 
menos en un-plano, y tres puntos cualesquiera no.alineados est^n 
exactameote en^un piano. M^s brevemente, tres, puntos cualesquiera., 
son coF(^anarios y tres puntos cualesquiera no alineadqs determlnan * ' 
un piano . *. ^ > • ; / 

^ 7Postulado 8> (p^gl 63)" Si dos pianos diferentes se cortan,^ 
'aLi^interse(jfci<5n e? wa recta. 

Postulado 9 . (p5(5. 69) (El postulado de separacidn del f^ano.) 
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Se da unit re^ba y'^un pl<ano que la contiene. Los puntos del piano 
'•que no estin'^n la 'tfecta forman dos conjuntos tales que (1) cada 

uno de" lbs conjuntos es cdnvexo,"y (2) s:^. P est4 en un conjunto y* 

Q en el otro, -entonces el segmentd PQ corta a la recta. 

Postulado 10 . (p^g. 71) (Postulado de s0paraci6n del espacJ 
*Los puntos del espacio que no est^n en un piano dado forman dosy 

conjuntos tales -^ue (1) c^a unp de los conjuntos es convexo/ y 

(2) si P est^ en un conjunto y Q en el otro, ^entonceg el Segmento 

PQ, corta al piano. 

Postulado 11 ■ (p^g. 86) (El, postulado de la medida de ingulos,)- 

A cada ^ngulo zBAC le corresponde un ndmero real entre 0 y 180. 

Postulado 12 ■ (pig- ^7) (El postulado de la construcci6n del 
ingulo.) Sea AB un fayo de la arista del semiplano H. Para cada * 
ndmeto r entre 0 y 180 hay exactamente un rayo aI*, con P en H, tal 
que m Z PAB = r . . ^ 

Postulado 13 - (pig- ^7) (El postulado de la adicidn de ingulos.) 
Si D es un punto en el interior del ^BAC;^ entonces . 

m/zBAC » mZ BAD + mZDAC. * ' , . - 

Postulado 14. (pig- 88) (El postuladfc) del suplemento,) Si dos 

ingulos forman un par lineal, entonces son suplementarios • 

Postulado ;5 . (pig- 120) (El postulado L.A.L.) Sea G una 
corresppndencia entre dos triingulos (o la. de un triingulo consigo 
mismb) . Si dos lado.a y el ingulo comprendldo del primer ^iingulo 
son congruentes a las ^'i^'rtes correspondient^s del segundo triingulo^ 
entonces la correspondencia G es una congruencia. 

Postulado 16 . (pigv ^^61) (El ^ostulado^ de las paralelas . ) 
Per un punto externo dado hay. a lo sumo una recta paralela a una 
recta dada. . " • ' 
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Uista de Teoremas ^ Corolarlos 



^ Teorema 2-i. (p5g. 44) Sean A, B, C tres puntos en una recta, 
con coordenadas k; y, z. Si x<y<z, entonces B est^ entre A V C. 

Teorema 2-2. ('.p^g. 46) Para cada tres puntos cualeaquiera de . 
la misma recta, uno de ellos es%^xd entre los otros dos . 

Teorema 2-3 . (p^g. 47) De cada tres pun(;ps diferentes de^ la 
misma recta, solamente uno estar5 entre los otros dos. * 

Teorema ^-4 . , (p^g. 49) (El teorema de la localizaQidn* de 

/punt^ps^ S ea AB'un rayo, y sea x un "hdmero "positivQ . Entonces 

existe exactamente un punto P en tal que Ap = Xw 

Teorema 2-5 . (p^g. 50) Todo segmento tiene exactaittente un 
punto medio . , * ' . 

Teorema 3-1 . (pag. [39) Dos rectas diferentes se^ intersecan 
a io sumo en un punto. 

Teorema 3-2 . (p^g. t)l) Si una recta interseqa a un piano que 
• no ^Qi^iisp^y entonces la intersecci<5n ser^ un *solo punto. 

Tpyema 3-3.<M^(pgg. 6z\ Dada^'Xina recta y un puAto fuera de ella 
hay exactamente un platiOj que los contiene a ambos. 

Teorema 3^4. (p^g.#(>'^), Dadas dos rectas que se cortan,hay 
exactamente un piano que las contiene. 

Teor eina 4- 1 . (p^g. Si dos fingulos son complementarios, 

entonces ambos son agudos. 

Teorema 4-2 . (p^g. 93) Todo angulo es 4?ongruente consigo 
mismo , ' >} ' 

Teorema 4-3 . (P^g^. 93) Dos angulos rectos cualesquiera spti 
congruAnt^s. - 

T/oremjg 4' 4. (p^g. 9^) Si dos Angulos son a la Vez congruentes 

y suplementariios, entonces- cada uno de ellos es un Angulo recto^ ^ 

Teo.rema 4-5 . (p^g.. 9^) l-^^s suplementos de Angulos ccxngruentes' 
son''congruente8j( ^.y^ 
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. -Teorema 4-6 x:^ (p^g. 9't) Los complementos de ^ngulos congruentes I 
8on congruentes. 

Teorema 4-7 . (p^g. 9^>jl Los ^ngulos opuestos por el v^rtice son 
congruentes • . ^ ^ 

Teorema 4-8 . (p^g. 9^^) Si dos rectas que se cort^n forinan un 
^ngulo recto, entonces forman cuatro ^ngulos rectos. 

Teorema 5-1 . (p^g. 11^1^) Todo segmento es congruente consigo 
mismo, 

Teorema 5-2 . (p^g. 15^) Si dos lados da un tri^itigulo son 
congruentes , entonces los 5ngulos opuestos a estos lados son 
congruet^tes . ^ 

, Corblario 5-2-1 , (p^g. 1%) • Todo tri^ngulo equil^tero es 
ec|ui^ngulo. * • ^ 

Teorema 5-3 . (p^g. I'^G) Todo ^ngulo tiene exactamente una 
j^isectriz. 

Teorema 5-4 . (p^g- 1^10) (El teorema A.L.A,) Sea G una 
correspondencia entre dos tri^ngulos (o entre un tri^ngulo y 61 
mismo). Si do^ ^ngulDs y el lado comiSn del primer tri^ngulo son 
congruentes a las partes "correspondientes del segundo tri^ngulo, 
entonces la correspondencia G .es una congruencia. 

Teorema 5-5 * (p^g. 1^11) Si dos ^ngulos de un tri^ngulo son 
congruentes, los lados opuestos a estos ^ngulbs son congruentes. ^ 

' Corolario 5-5-1 . '(p^g, l^H-)*. Un tri^ngulo equi^ngulo es 
equil^tero . - 

Teorema 5r6 . (p5g. ,(E1 teorema L.L.L.) Sea G una 

Correspondencia entre dos triingulos (o entre un tri^ngulo y el 
mismo). Si lojs tres pares de lados correspondientes son congruentes, 
entonces la correspondencia G es una congruencia. , 

Teorema 6-1 . (p^g. 179) En un piano dado, y por un pufito dado 
de una recta dada en el piano, pasa una y solamente una recta 
perpendicular a la recta dada. ^ 

. Teorema 6-2 . (p^g. iBl) La mediatriz de un segmento, en un plane 
es el conjunto de todos los puntos del piano que equidistan de los 
extremos del segmento. ^ 




Teorema 6-3. (p^g.lB^) pesde un punto externo dado, hay a lo 
suifao una recta' perpeijdicular a una recta dada. 

Coroiarlo 6-.3-1 . (p^g, im) A lo 6umo*Un dngulo de un tri^tngulo 
puede ser recto. ' 

Teorema 6-4 > (p^g. iSh) Desde un pun^o externo dado , hay por 
lo menos una/tecta perpendicular a una recta dada. 

Teorema 6-^5. ip&g. 1%) Si M est^ sobre la recta L, entre \ 
A y C, entonces M y A est^n al mismo lado de otra recta cualquiera 
L' que* contenga a C. ' y 

Teqrem^ 6-6 > (p^g, 19^^) Si M est^ tentre A. y C, y B es cualquier 
punto fuera. de la recta AC, entonces M est^ ert el interior dezABC. 

Teorema 7-1 . (p^g. ^^o6) (El^teore^i^ del ^ngulo externo.) Un 
^ngulo externo de un tri^ngulo es mayor qu^c^alquiera de los dngulos 
internos no contiguos . ^ ' 

Corolyio 7-1-1 . (pig. ^09) Si un tri^ngulo tiene un ingulo 
recto, Qntonces los otros dos ^ngulos son agudos . 

Teorema 7-2 . (p^g. i:09)^ (El teorema L.A.A.) Sea G una corres- 
pondencia entre dos tri^hgulos. Si dos 4ngulos y el ladocpuesto 
a uno de ellos en un tri^ngulo son congruentes con las partes ^orres- 
pond^entes del segundo' tri^ngulo , entonces la correspOndencia G es 
una congruencia. ^ • * 

^ Teorema 7-3 . (p^g. ^ll) (El teorema* de la hipotenusa y el 
cateto.) Sea ^Mna correspondencia entre dos tri^ngulos rect^ngulos. 
Si la hipotenlisa y un cateto de un tri^tigulo son congrUentes con 
las partes correspondiei^tes del segundo tri^ngulo, entonces la 
correspondencia G es * una congruencia . 

Teorema 7-4 > (p^g. '^D) Si dos I^^oq de un ti;i4ngulo na son 

congruentes, entonces los ingulos oo/estos a estos lados no son 
congruentes, y el ^ngulo mayor es et opuesto al lado mayor, 

Teorema 7-5 . (p4g, ZlH) Si dd^ ^ngulos de un triingulo no son 
congruentes, entprtces los lados opue)^tos a ellos no son congruentes, 
y el lado mayor es el opuesto al ingulo mayor. 

Teorema 7-6 > (pig. Z19) El segmdntb mAb corto que V4 desde un 

punto a una recta e8 el segmento perpendicular a la ttectft. 
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Ie££ema Izl- . (P^«. <'19) (La deaigualdad del trUngulo.) La 
iHmia de Las Longitudes de dos LadoB cualesqufera, de un trirfngulo 
es mayor que La Longitud deL tercer Lado. , 

Teoretna 7-8'. (p^g. 'dV-y.) Si dos lados de un tri^ngulo son 
congruentes ry«pectivamente con dos Lados de un segundo tri^nguLo, 
y eL dnguLo comprendido *en el primer tridnguLo es mayor qup el 
KnguLo comprendido eri eL segundo, entonc^s ^ Lado 'opuesto .del primer 
tridnguLo es^ mayor que el iado opue3to del segundo.- 

Teorema 7-9 . (p^g ., 'dZH) Si doslados .de Un tridnguLo son 
congruentes respectlvamente con dos Lados de un segundo tridngulo, y 
eL tercer Ldtlo de"f*prlmer trijSngulo es mds Largo que el tercer lado 
deL segundo,, -fentonces eL drigulo comprendido en eL pfimer tridngulo . 
es mayor que eL 5nguLo comprendido art eL segundo. 

Teorema 8-L . (p^g. ^: V;) Si cada uno de dos puntos de una recta 
esld equidistante de dos punfos dados, entorjces todo pu.nto de La" 

recta estd equidistante de Los puntos dados. 

■' — » 
Teorema. 8-2 . (pag.' 'cy)(\) Si cada uno tres puntos no allneados 

de un piano equidista de dog puntos, entonces todo punto del piano 
equldista dd estos dos puntos. 

Teorema 8-3 , (p^lg. Si una recta es perp^endicular a c«da 

una de dosv rectas. qire se^^ortari, en su punto de Inter secct(5n , 
entonces es perpendicular al plana de.esas rectas. 

" Teorema 8-4 . (pdg. X^^J) Por un punti en una r^cta dad'a pasa un 
piano pierpencWrcu lar a .ia recta. . , . ^ 

Teorema 8-5 . (p^g. XV/!) Si una recta y un plano>^ son per'pen- 

dlcular^iT; entonces el piano contiene todas las'. rectas pejcpendiculares 
a 1^ tecta dada en su punto de inter secci(5n con 'el piano dado, 

Tfeorema 8-6 . (p^g. '^'^^ Por un punto ^en una recta dada hay a' 
lo \w&s un plai)o perpendicular a la recta. " . . \ 

Teorema 8-7 . (p^g- 'AH ')) El pl,ano perpendicular que .biseca a ,un- 
segmento es el coQjunto de todos lo^ pwntos 'equidi^tantes de los 
extrinnod 'del segm,ento. 

Teorema 8-8 ^ (p^^* ''-VO ^^^^ rectas perpendiculares al mipmo plar 



estdn en un misttio plaao, 

erJc; ' . V . '.y^ { 
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TeoPimia^8-*9 , (p^K* Jr^^i^) punto dado pasa un piano y 

aoiam^mty uno, pt^rpendlcular a una recta dada. , 

Teorema 8- 10^ (p^g» ZH^)) Por un'^pundo dado pasa una recta y 
soiamente una, perpendicular, a un, piano clatlo. 

- Teorema 8- 1 1 > (p^g» El segmento m^8 corto a un piano 

desde un punto filera del piano es el segmeqto perpendicular. 

Teorema 1 . (p^g» 'd^/d) Dos rectas paralelas est^n en exacta- 
mente un piano, 

Teorema 9-2 . . (^p^g. ?.^)'d) ^ Dos rectas en un piano son paralelas 
si ambas son perpendiculares a la iiiisma recta. 

Teorema 9-3 > (p^g- 'd[)^) Sea L una recta, y sea P un punto que 
no est^ en L. Entonces hay al menos una recta, que pasa por P y es 
paralela a L , ^ 

Teorema 9-4 . (p^g. '^'V>) Si dos rectas son cortadas por una 
secante, y si un par de ^ngulos alternos internos son congruentes, 
entonces el otro par de ^ngulos alternos internos son tambi^n 
congruentes . 

Teorema 9-5 , (p^g. 'd^>i^) Si dos rectas son cortadas por una 
secante, y si un par de ^ngulos alt^^nos internos son congruentes, 
entonces. las rectas son paralelas. 

Teorema 9-6 . (p5g. Zi^l) Si *dos rectas son cortadas por una 

secante, y si un par de ^ngulos correspondientes son cpngruentes, 
entonces los otros tres pares de 5ngulos correspondientes tienen 
la misma propledad. 

Teorgma 9-7 . (p^g. '^^>l) Si dos rectas son cortadas por una 
secant^, y s^ un par de ^n^ulos correspondientes son congruentes, 
'entonces^ T^s rectas son paralelas. 

• Teorema 9-8 . (p^g» 'db'^) Si dos rectas paralelas son cortadas 
por una secante, entonces los ^ngulos alternos internos son 
congruentes. 

Teorpma * 9-9 . (p^g. 'dCK^)) St dos tettas pavilelas son cortadas 

■MOT— > ^ 

por una eecante, cada par de dngulos correspondientes son 
congruentes. ' 




Teorema 9-10 . (p^g. ZU',) si dos rectas paralelas son 
cortadaH por una secante, los ^ngulos internos a un mismo lado. 
de la secante son suplementar io^ . 

Teorema 9 -XI , ^p^g. En un piano, do^ reotas paralelas 

a la niisma- fecta s^h paralelas entre sf. » 

Teorema 9-12 . (pfig-. idhJ|) En un planoj si una recta es 
perpendicular a una de dos rectas paralelas, es perpendicular a la 
otra. 

V Teorema 9-13 . (pfig. '^66) La suma de las medidas de los ingul9s 
de un trl^ngulo es 180. . 

C6rolario 9-13-1 . . (p^lg. '^67) Sea dada una correspondencia entre 
dos tri^ngulos. Si dos pares de ^ngulos correspondientes son 
congruentes, entonc^s el tercer par de ^ngulos correspondientes son 
tambi^n congruentes . . « 

\ Cocolarib 9-13-2 . (p^lg. 'dGQ) Los ^ngulos agudos de un triingulo 

rect^ngulo son complementarios . 

Corolario 9-13-3 . (p^g. '^68) En todo tri^ngulo, la medida de 
un ^rtgulo externo es 1^ suma de las medidas de los dos ^[ngulos 
internos no contiguos. 

Teorema 9-14 . (p5g. 'd-c) Cada diagonal separa a un paralelo- 
^ramo en dos tri^'ngulos congruentes. 

Teorema 9-15 . (p^g. kJ^^) En un paralelogramo, -dos lados 
opuestos cualesquiera s'on congruentes. 

CoFolario 9-15-1 . (p^g. '^75) Si Lj| L2 y si P y Q son dos 

puntos cualesquiera en L^, entonces las distancias de, P, y Q a L^ 
son iguales. . * 

T,eorema 9-16 . (p^[g. 273) En un paralelogramo, dos ^lngul<is 

I 

opuegtos cualesquiera son congruentes, ' ^ 

teorema 9-17 . (p^g* 'dT^) En un paralelogramo, »dos ^ngulos 
consect^tlvos cualesquiera son sup lementarios 

Teorema 9-18 . (p^g. '^73) 'Las diagonales un paral61ogramo 
88 bJLaedan, 



Teorema 9-19 . (p^g. ^yif) Dado un cuadrililtero en al q^^(^ . . 
ambos pares de lados opuestdf^ son congruenJ;es , entopces el ^ > V 
cuadril^tero es un paralelogramc. ' . , / 

Teorema 9-20. ' (p^g/ 'd74) Si dos lados de un cuadriUtero am^-^ 
paralelos y congruent^s, entonces el cuadril^tero es un patalebj)- 
gramo ' ( ) * ■ 

- . Teorema 9-21 . (^%^^7^0 Si las diagonales de un cuadriU- 
tero s.e bisecan, efttpnces el . cuadril^tero es un paralelogramo . 

Teorema 9-22 . (p5g. '^7^1) El segment;o entre los dos puhtos 
medios de dos lados de un tridngulo es paralelo al tercer lado y 
tiene la mitad de su longitud. 

Teorema 9-23 . (p^g. '^76) Si un- paralelogramo tiene un -^ngulo 
recto, entonies tiene cuatro ^ngulos rectos, -y el paralelogramo 
es un rect^ngulo. 

Teorema 9-^4 . (p^g. Zj6) En un rombo, las. diagonales son 
perpendicul'ares entre sf. 

Teorema 9-25 . (p^g. Z7(:>) Si las diagonales de un cuadril5- 
tero se bisecan y son perpend4culares , entonces el cJfadril^tero ^ 
es un rombo . , 
) Teorema 9-26 . (p^g. .zl\l) Si tres rectas paralelas ,recortan " 
Segmentos con^p^ientes en ,una secante, entonces recortan segmentos 
corrgruentes en cua];quier otra secante. 

Corolario 9-26-l\ . (p5g.' '^85) »Si tres o m^s rectas paralelas 
recortan segmentos <j/ongruentes en una secante', entonces recortan 
segmentos congruentes en cualquier otra secante. 

Teorema 9-27 . (p^g. ZQM) Las medianas de un tri^ngulo son 
concurrentes en un punto que estid a doa tercios de la .distancia 
de cualquier v^rtj^ce al punto medio del lado opuesto. • '• 

Teorema lO-l . (p^g. J^96) Si un piano corta a dos pianos 
paralelos, entonces la interseccldn conslste an dos rectas paralelas. 

. Teo^^ma 10-2 . (p^g. 2jq6) si unW recta es perpendicular a 
uno de dosNpla^ios paralelos, e| perpendicular al otro. 
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Teprema 10-3^ . (p5g. 1^97) Dos pianos perpendiculares a la 
misma recta son paralelos. 

Corolarlo 10-3-1 . (p^g. *^97) Si dos pianos son paral^os a 
un tercer piano, son paralelos entre ^ 

Teorema 10-4 . (p5g. '-^9^0 Dos rectas perpendiculares al raisrao 
piano son paralelas. 

Corolarlo 10-4-1 . (p^g. '^9^^^^ Un piano perpendicular a una 
de doB- rectas paralelas es perpendicular a ladotra. 

■ Corolarlo 10-4-2 . (p^g. '^-9^) Si. dos rectas son paralelas a 
una'.tercera, son paralelas ^nt^e gl. 

Teorema 10-5 . (p5g. I^i99) / Dos pianos paralelos son equidis- 

tantes en toda su extensidn.^^ 

Teorema 10-6 . j (p'^g. 30^1) Dos 5ngulos rectilfneos^-^alesquiera 

de un ^ngulo diedrp dado son congrueates, , f 

Corolarlo IQ^ 6- 1 . (p5g. :505) Si una recta es perperuficular 

a un piano, entonces ^cualquier piano que contenga estS^ecta es 

perpendicular al piano d^io . 

Corolarlo 10-6-2 . (p^g. 505) Si dos pianos son perpendiculares, 

entonces cualquier recta en uno de ellos perpjett^cular a su recta 

de intersecci(5n, es perpendicular al otro plino. \ 

Teorema 10-7 . Cp^g* ^09) La proyecci^;! de *un^ recta sobre 

un piano es una' recta,- a menos que la rect 



perpendiculares . , 



1 y el piano sean 



ERIC 



3ly 



\ 



4^ 

V - 

Indlce de Deflnlclones 

Para los t^rminos geom^tricos definidos con precisidn, la 
referenda dada en este Indice corresponde a la definicitfn formal 
La referenda corrqspondiente a los dem^s t^rminos alude a una 
definici(Sn informal o a la discusidn mis destacada sobre ellos. 

a lados opuestos, yo 
al mismo lado, 70 

agudo, 5ngulo., ^2 . ^ 

alabeadas, rectas, ^ . 

alineado, ^38 

alternos internos, ingulos, z^h 

altura * 

de un tri^ngulo, Z'd6, Z2Y ' 
^ngulo (s), 77 

agudo , 9'^ 

alternqs internos, z^yh 
bisectriz de, 1^6 
complementarios , 
c6ncavo, 84, IV ^ 
coilgruentes, 9Z, 1V\ 
consecutivos , z^Z ' ' 

correspondient^s, /!60 ' 
diedro, ^50'^! 

diedro recto, 50^ i ^ ^ 

exterior de, 79 

externo, ZiY'j * 
interior de,| 79 ( ' j 
internos no contiguos, ZO6 
lados de, 77 
llano, 8n 

me'dida de, Ht>, 87 % 

obtuse, 9Z ' * ^ 
^ opuestos, 27Z / 
\ opuestos por el vdrtice,' 9b 
\ rectilfneo, ^oh 

\ recto, 9^ i ' 

1 suplementarios , 88 ' 
\ v^rtice de, 77 

airlsta d^ un semiplano, 70 ' 
blsecQr, 50, 

blWctriz de un ^ngulo, 1% ' 
caM de un semiespaclo, 71 
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centroide, 285 

cfrculo vicioBo, IZ5 

complementar ios , in|ulos, 92 

complemento, 92 

cfincavo, ingulo, 84 ) 

conclusion, 63 

congruencia, 103 

congruencia id^ntica, 106, 114 

congruentes 

^ngulos, 92, 114 

segmentos, ll4 

triingulos, lo4, II6 
conjunto (s) , 15 

auxiliares, 188 

concurrentes , 284 

c'^onvexo , ' 6? 

eiemento de, 15 

inter secci6n de, 16 

miembro de, 1^3 

reunion de, • 18^ 

vacfo, 19 
consecutivos ' 

5ngulos , 272 ^ 

l^ados,^ 272 
coordenadas 
, de' un punto, 39 

Sistema de, 39 
coplanarios, ^38 
corolario, I36 
correspondencia , 104 
correspondencia biunfvoca, 104 
cbrrespondientes ,^ ^ngulos., ' 260 
' cuadrado, 276 
cuadril^tero, '271 

ingulos consecutivos de, * 272 

rfngulos opuest;os de, 272 

diagonal de, 272 

lados consecutivod de, 272 
cubo, 240 ' 

chirlnga, *279: 
demos traci(5n 

de existencia, 176 
del teorema rffcfproco, 315 
de unicidad,' 176 
• forma de doble columna, 12) 

Indirecta, 170 
. fedacciOn de, 122 



: deslgualdadef , 
diagonal, i!72 
diedro, ilngulo, 30^ i 

^ngulo recti If neo de, ~^0h 

arista de, ^ 30i! 

cara de, 50^! 

raedida de, 305 
distancia, 3^3 
distancia entre 

dos rectaa^paralelas , iJ73 

uh p|into y una rectju, 2 19 
' un ptinto y un piano, zhG 
enter OS , 23 
^•entre, ^13 

eqvii^ngulo, tri^ngulo, 13^^ 
.equil^tero, tri^ngulo, I33 
escaleno, tri^ngulo^ I33 
espacio, 

i existencia, demostracifin de, I76 
exterior 

de un dngulo, 79 

de un tridngulo, 
externo, ^ngulo, 205 
extremo (s) 

de un rayo, 48 

de un segmento, 48 
Geomettfas No Euclfdeas*, 262 
hipptenusa, l84 
hipOtesis, G^j 

id^ntica, congruencia, I06, .114 
indirecta, , demostraci6n, I70 
interior 

de un ^ngulo, 79 ^ ( 

de un triingulo, 1)0 
internos no conti^uos, ^ngulos, 205 
interpostcjPfen, I94 
intersecar, I9 

interseccifin de conjuntos, 16, I9' 
irracionales , nCimeros, 24 
isosceles, tri^ngulo", I34 
^ lado (s) 

de un ^ngulo, 77 * 

de un 5ngulo diedro, 302 

de un tri^ngulo, 78 

opuestos, 272 
lema, 209 
longitud 
, de un segmento, 48 

. I 
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llano, ^ngiJlo, 84 
mecliana 

de un trapeclo, '^78 

de un tri^ngulo, 157 
medlatriz, IHl 

medida * 

de la diatancia,. yz, 56, :58 

de un ^ngulo, 8^,, 87 

de un ^ngulo diedro, ^O;^ 
nCitneros 

irracionales , z\ 

negativos , '^0 5 ./ 

positivos, ^05' 

racionaled , - . 

|-eales, k!4 
oblicuas, fectas, XllH 
obtuso, dngulo, * 9;^ 
opuestos 

dngulbs, z^(z 
. rayos, 49 

lados, i^7'^^ 
opuestos por el v^T^ice, ^nguJLos, 93 
ordenaci6n, 

postulados de,. ZQ"^, 204, 
par lineal, 88 
paralelogramo, X75 
paral^los (as) • ' 

pianos , •^9^ 

rectas, 

rectas y pianos, '^93 
perfmetro 

de un tridngulo, '^^91 
perpendicu lares 

pianos, 

rectas , # 9'^ 

recta y pl^no, '-^51 * 
piano (3), 10 

paialelos , X9^> 

p^rpendiculares, 50^^ 
postuiado(s) , 9 

• de ordenaci6n, /^o'^, '^04, 
proyeccitfn ^ 

de un punto, . ^08 

de una recta, W9 • 
punto, 10 
punto medio, so 
racionales, ndmeiros,' 
rafz cuadrada, '^5 
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rayo(s), hS 

extremo de, ht\ 

OpUBBtOS , 

reales, numeros, 
reale« negatives, niamerosi 20'^ 
reales positives, niameros, ii03 
recfproco, teorema^, 21^ 
recortar , "281 
recta(sy, 10. 
alabeafias, 
oblicuas, 
paralelas , 
perpendiculares , 
rect^ngulo, 27^ 
recti Ifneo, angulo , 
t ec to 

Angulo, 9l( 
angulo diedro 
regla infin^ta,^ 
r^uni6n de conjun 
rombo, 27R 
secante, 'd^jh 
segmento(s) , ir/^ 

congruentes li^^ 
mediatriz de, 181 
semiespacio , , 71, 

cara de, 71 . 
semiplano, 70 . 

\arista de, 70 
stparaci6n, 19^ 
si • entonces, f^s ^ • 
si y solamente ei, 216 
sistema de coordervadas , 39 
subconjunto. Is 
suplementarios , ^ngulos, 88 
suplemento, 88 
teorema, 8*^ * 
t^rminos no definidos, 9, 10 
trapecio, 272 
tri^ngulo(s) , 78 

altura de, 226 ^ 
bisectriz de un Angulo de, 137 
centroiifte de, 28^ 
congruJrites , 10^^, II6 
equi^ngulo, 15^, 
equH5tero, 15^^ 
escaleno, lyj 
Q^fterior de, 75^-^ 
inter!\)r de , 79 



ERIC 



36: 



V 



. isdsceles, 1?^) " * . 

' 4aaos de, ' 

mediana de, 15Y 
parcialmente suj^ferpuestos , 129 
perfmetro de, 291 
* rect^ngulo, 18^ 
v^rtice de, 78 
unicidad, demostracldn de, 1?6 ^ 
vac£o, conjunt^, I9 . ' " 
valor absoluto, z8 
v^rtice 

de urt dngulo, 77 
de un tri^ngulo, 78 
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